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Introducci�on

El estudio de los medios porosos fracturados ha permanecido vigente debido a la importancia
pr�actica de comprender los procesos de 
ujo en tales sistemas. Se han empleado varios enfoques
para conceptualizar y formular modelos matem�aticos capaces de describir el 
ujo a trav�es de un
medio poroso fracturado, as�� como simular los fen�omenos de transporte que ocurren dentro del
medio (ver, por ejemplo, la revisi�on por Sahimi, 2011). Estos enfoques se pueden clasi�car a gran-
des rasgos en dos clases: Continuos, en los cuales se representa al medio poroso fracturado como
un medio continuo equivalente; y discretos, en los que se representa expl��citamente la distribuci�on
de la red de fracturas, considerando a cada fractura como una estructura expl��cita.

La modelaci�on de medios porosos fracturados es particularmenteimportante para la industria
petrolera debido a que los yacimientos naturalmente fracturados almacenan un porcentaje signi�-
cativo de las reservas de hidrocarburos a nivel mundial. Los yacimientos naturalmente fracturados
exhiben un alto grado de heterogeneidad y complejidad creada por las fracturas. El 
ujo en este
tipo de yacimientos comprende dos medios, la matriz y las fracturas,con propiedades dr�astica-
mente diferentes. Usualmente la matriz provee el almacenamiento principal de los hidrocarburos
mientras que las fracturas act�uan como v��as altamente conductivas preferenciales al 
ujo. A pe-
sar de que la permeabilidad de las fracturas puede ser muy alta, su espesor es muy peque~no en
comparaci�on con las dimensiones de la matriz, raz�on por la cual, almacenan muy poco 
uido.

El modelado de este tipo de yacimientos y del 
ujo de 
uidos a trav�es de ellos no est�a resuelto
de manera satisfactoria. Por esta raz�on es relevante plantear yestudiar modelos construidos a la
medida de estas formaciones naturales, dado el gran potencial deestas herramientas matem�aticas
para mejorar nuestra comprensi�on de la topolog��a y su impacto sobre el 
ujo en yacimientos.

Dentro de dicho contexto, el primer objetivo de este trabajo fuellevar a cabo una revisi�on
de los elementos necesarios para la construcci�on de modelos de fractura discreta, as�� como de los
principales modelos previamente desarrollados. El siguiente objetivo fue mostrar la aplicaci�on una
metodolog��a para construir sistem�aticamente tres modelos bidimensionales de fractura discreta, y
estudiar su comportamiento desde el punto de vista del 
ujo al implementarlos computacional-
mente en la plataforma num�erica COMSOL Multiphysics R
 .

xiii
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De este modo, el cap��tulo 1 consta de una introducci�on a los principales enfoques para mode-
lar medios porosos fracturados, planteando los conceptos necesarios para el an�alisis de nuestros
modelos. Se describen las propiedades y consideraciones b�asicas de los principales enfoques para
modelar medios porosos fracturados, as�� como sus limitaciones y las condiciones requeridas para su
aplicaci�on. Se estudian primero los modelos con enfoque continuo, pues son la base para construir
modelos discretos. Se discuten los modelos con enfoque discreto y algunos aspectos de las mallas
requeridas por estos. Asimismo, se discuten brevemente los modelos h��bridos.

A continuaci�on, en el cap��tulo 2, se presenta una metodolog��a sistem�atica de la modelaci�on. Se
realiza una descripci�on de las etapas formales de la metodolog��a, as�� como de las etapas impl��citas
en el proceso, necesarias para la construcci�on de los modelos. Sediscuten brevemente los enfoques
y herramientas empleadas en cada una de las etapas para este trabajo. Asimismo se presenta la
herramienta fundamental para la construcci�on de nuestros modelos: la Formulaci�on Axiom�atica
de los Modelos Matem�aticos de los Sistemas Continuos. En el Ap�endice A se discute con mayor
formalidad este enfoque axiom�atico de la mec�anica de los medios continuos.

En el cap��tulo 3 se realiza la derivaci�on de las ecuaciones generales de 
ujo monof�asico en
medios porosos con discontinuidades mediante la Formulaci�on Axiom�atica de los Modelos Ma-
tem�aticos de los Sistemas Continuos. Se establece el modelo conceptual y se deriva el modelo
matem�atico. Por �ultimo, se discuten brevemente las ventajas deutilizar la Formulaci�on Axiom�ati-
ca de los Modelos Matem�aticos de los Sistemas Continuos.

Posteriormente, en el cap��tulo 4, se presenta el modelo n�umerico empleado. Se realiza una
breve descripci�on de los m�etodos num�ericos utilizados. En el Ap�endice B se presenta la derivaci�on
y los conceptos fundamentales del m�etodo de elemento �nito, herramienta fundamental para la
discetizaci�on espacial de los modelos de fractura discreta presentados en este trabajo.

En el cap��tulo 5 se presenta el Modelo de Flujo Monof�asico Ligeramente Compresible. Se rea-
liza la descripci�on del modelo conceptual. A continuaci�on se deriva el modelo matem�atico. En la
etapa de modelaci�on Computacional se realiza la implementaci�on delmodelo en la plataforma
num�erica COMSOL Multiphysics R
 . Por �ultimo, se realiza la validaci�on del modelo, utilizando
una soluci�on semi anal��tica, la cual es derivada en el Ap�endice C.

En el cap��tulo 6 se desarrolla el Modelo de Fractura Expl��cita, considerando el enfoque de frac-
tura discreta donde las fracturas son representadas con elementos equidimensionales al domimnio.

En el cap��tulo 7 se presenta el Modelo de Fractura Discreta mediante Descomposici�on de Do-
minio. Este modelo considera el enfoque de fractura discreta donde las fracturas son representadas
con elementos de dimensiones menores al domimnio. El modelo matem�atico es derivado a partir
del Modelo de Fractura Expl��cita.

En el cap��tulo 8 se presenta el Modelo de Fractura Discreta Desconectada. Este modelo corres-
ponde a una simpli�caci�on del Modelo de Fractura Discreta medianteDescomposici�on de Dominio.



INTRODUCCI �ON xv

En el cap��tulo 9 se muestran y discuten los resultados obtenidos delos experimentos num�eri-
cos realizados. Los resultados se presentan y comparan gr�a�camente. En particular, se realiza una
compraci�on del comportamiento de los modelos desarrollados considerando diferentes orientacio-
nes de la fractura.

Finalmente, en el cap��tulo 10, se presentan las conclusiones del trabajo tanto respecto al com-
portamiento de los modelos en t�erminos del 
ujo como a los obst�aculos enfrentados, y se plantean
l��neas de trabajo futuro.

Como trabajo a futuro, se plantea extender nuestros modelos alcaso tridimensional, consi-
derando su potencial aplicaci�on al modelado de redes de fracturas en yacimientos naturalmente
fracturados.
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Cap��tulo 1

Revisi�on de la Literatura de los Modelos
de Medios Porosos Fracturados

1



2 CAP�ITULO 1. REVISI �ON DE LA LITERATURA

1.1. Modelos de medios porosos fracturados

Modelar y simular num�ericamente 
ujo de 
uidos a trav�es un medio poroso fracturado es
complicado debido a la heterogeneidad y anisotrop��a creada por la compleja distribuci�on de las
fracturas, las cuales se presentan a diferentes escalas y cuyo espesor es demasiado peque~no en
comparaci�on con las dimensiones de la matriz. Adem�as, el 
ujo de 
uidos comprende dos medios, la
matriz y las fracturas, con propiedades dr�asticamente diferentes. Para representar medios porosos
fracturados han sido propuestos varios modelos conceptuales, los cuales pueden ser clasi�cados
dentro de tres enfoques principales:

1. Enfoque continuo

2. Enfoque discreto

3. Enfoque h��brido

Estos enfoques est�an basados en consideraciones totalmente diferentes, por lo que cada uno de
ellos tiene distintas limitaciones y se aplican bajo ciertas condiciones.

La �gura 1.1 presenta cortes de un medio poroso con fracturas a diferentes escalas, que pueden
ser representados por modelos con diferentes enfoques. Un medio poroso escasamente fractura-
do puede ser representado mediante un modelo con enfoque continuo; un medio poroso con alta
densidad de fracturas puede ser representado mediante un modelo con enfoque continuo o multi-
continuo; las fracturas dominantes pueden ser modeladas con un enfoque discreto; para representar
tanto a la matriz como a las fracturas a diferentes escalas se puedeaplicar un modelo con enfoque
h��brido o multicontinuo.

Figura 1.1: Enfoques para modelar medios porosos fracturados (modi�cada de Dietrich et al.
2005).

En las secciones siguientes se describen las propiedades y consideraciones b�asicas de los tres
enfoques principales para modelar medios porosos fracturados.
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1.1.1. Modelos continuos

Usualmente se usan dos tipos de modelos continuos: modelo de simple continuo y modelo de
doble continuo.

Modelo de simple continuo (equivalente)

Los modelos de simple continuo representan al medio poroso fracturado como un medio poroso
equivalente, mediante un medio continuo con propiedades efectivasque var��an r�apida y disconti-
nuamente a lo largo del dominio, dependiendo si la regi�on del medio continuo representa una zona
con o sin fracturas.

Las zonas sin fracturas son modeladas como un medio poroso homog�eneo, mientras que en las
zonas con fracturas se calcula un tensor de permeabilidad efectivaincluyendo la in
uencia de las
fracturas sobre el 
ujo. Estos modelos tambi�en son llamados modelos de permeabilidad efectiva
y para su implementaci�on se requieren simuladores que puedan realizar el calculo del 
ujo en
m�ultiples puntos, si los t�erminos fuera de la diagonal en el tensorde permeabilidad contienen un
elemento distinto a cero (Leeet al., 1998). La permeabilidad efectiva puede ser obtenida utilizando
m�etodos de escalamiento basados en celdas, tales como el m�etodo de Oda (1985) o el m�etodo de
formulaci�on integral de frontera (Lough et al., 1998).

Royer et al. (2002) obtuvieron modelos macrosc�opicos de simple continuo que describen 
ujo
y transporte a trav�es de medios porosos fracturados, utilizando un m�etodo de homogeneizaci�on
para realizar expansiones de escala, es decir, los modelos macrosc�opicos se deducen a partir de la
descripci�on f��sica de un volumen elemental representativo (REV), que consiste en un bloque de
matriz con una fractura abierta. La condici�on principal para realizar la homogeneizaci�on es tener
una gran densidad de heterogeneidades.

Los modelos de simple continuo solo son validos para modelar fracturas cuya longitud ca-
racter��stica sea m�as peque~na que la longitud caracter��stica deuna celda de la malla, siempre y
cuando la red de fracturas sea muy densa e interconectada, o si lainteracci�on entre las fracturas
y la matriz permite establecer equilibrio local (Sahimi, 2011).

Modelo de doble continuo

En los modelos de doble continuo, el medio poroso fracturado es representado como dos medios
continuos distintos interactuando, uno correspondiente a los bloques de matriz y el otro a la red
de fracturas. Esto puede ser expresado matem�aticamente como:


 = 
 m + 
 f r (1.1)

donde 
 es el dominio entero que representa al medio poroso fracturado, mientras que 
m y

 f r indican la porci�on del dominio correspondiente a la matriz y a las fracturas, respectivamente.
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Este enfoque fue propuesto originalmente por Barenblattet al. (1960). La interacci�on entre
ambos continuos es formulada mediante una funci�on de transferencia (Barenblatt y Zheltov, 1960).

Posteriormente, Warren y Root (1963) introdujeron el modelo dedoble continuo para mode-
lar yacimientos naturalmente fracturados. Ellos consideraron queel sistema fracturado puede ser
idealizado como un conjunto de fracturas altamente interconectadas, el cual es suministrado de

uidos por numerosos bloques de matriz.

Warren y Root (1963) utilizaron una representaci�on idealizada delyacimiento fracturado, pa-
ralelep��pedos id�enticos como bloques de matriz, considerados is�otropos y homog�eneos, separados
por fracturas ortogonales, tambi�en conocido como modelo de cubos de az�ucar (ver Figura 1.2).

Figura 1.2: Representaci�on idealizada de un medio poroso fracturado con el modelo de cubos de
az�ucar de Warren y Root, donde los bloques representan a la matriz y la separaci�on entre estos a
las fracturas (modi�cada de Warren y Root 1963).

La simulaci�on de un modelo de doble continuo involucra la discretizaci�on del medio poroso
fracturado en dos dominios, matriz y fractura. Por lo tanto, en cada punto del dominio se tendr�an
presiones y saturaciones tanto de la matriz como de la fractura. Los dominios matriz y fractu-
ra est�an conectados entre s�� a trav�es de un t�ermino de transferencia que conecta cada celda de
fractura con su correspondiente celda de matriz en un bloque de malla. Sobre una discretizaci�on
del dominio, las conexiones de celdas de malla representan las conexiones de fracturas donde una
porosidad es asignada a cada celda de malla como porosidad de la fractura. Una celda de la malla
puede contener uno o m�as bloques de matriz. En el modelo cl�asico de doble porosidad, los bloques
de matriz dentro de una celda de la malla tienen propiedades id�enticas(presi�on, saturaci�on y
porosidad). Ya que la misma celda de la malla tiene que representar a la fractura y a la matriz al
mismo tiempo.
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En el modelo de Warren y Root (1963), la funci�on de transferenciade 
uido matriz-fractura
es proporcional a un factor de forma, el cual est�a de�nido comoun par�ametro que depende de
la geometr��a de los bloques de matriz. Determinar el factor de forma no es sencillo, debido a
las complejas interacciones posibles entre la fractura y la matriz para distintas geometr��as de los
bloques. Kazemiet al. (1976) presentaron una expresi�on para el factor de forma utilizando una
formulaci�on de diferencias �nitas, este factor de forma ha sido empleado en varios simuladores.
Simulaciones para investigar la exactitud de varios factores de forma mostraron que la simulaci�on
de doble continuo empleando el factor de forma de Warren y Root (1963) sobrestima la recupe-
raci�on, mientras que la simulaci�on usando el factor de forma de Kazemi et al. (1976) subestima
la recuperaci�on. Aunque han sido propuestas varias expresionespara determinarlo, el factor de
forma ha permanecido en controversia por mucho tiempo debido a la falta de una base te�orica
s�olida y a que se encontraron fuertes indicios de dependencia al mecanismo de 
ujo y que para
diferentes sistemas de fracturas se tiene unicidad en la soluci�on.

Kazemi et al. (1976) y Rossen (1977) desarrollaron simuladores de doble continuo para modelar

ujo multif�asico en medios porosos fracturados, extendiendo elmodelo de Warren y Root (1963).
Desde entonces, el enfoque de doble continuo ha sido extensamente implementado para simular
medios porosos fracturados a escala de campo.

Mejoras al modelo de doble continuo

El modelo cl�asico de doble continuo de Warren y Root (1963) no considera varios mecanis-
mos que pudieran presentarse durante la transferencia de 
ujo entre la matriz y las fracturas,
fen�omenos signi�cativos a la escala de un bloque de matriz, tales como drene gravitacional,
continuidad capilar y desplazamiento viscoso, por lo que se han propuesto varias mejoras pa-
ra hacerlo m�as realista, incluyendo el modelo de segregaci�on gravitacional (Reisset al., 1973;
Sonier y Eymard, 1987; Litvaket al., 1988; Gilman y Kazemi, 1988), el m�etodo de subdominio
(Gilman y Kazemi, 1983; Saidi, 1983; Chenet al., 1987), el m�etodo de interacci�on de m�ultiples
continuos (Pruess y Narasimhan, 1985; Gilman y Kazemi, 1988; Wu yPruess, 1988), las t�ecni-
cas de pseudo presi�on capilar y permeabilidad relativa (Thomaset al., 1983; Dean y Lo, 1988;
Rossen y Shen, 1989), as�� como el efecto de desplazamiento viscoso (Gilman y Kazemi, 1988).

El modelo cl�asico de doble continuo desprecia los efectos gravitacionales en la transferencia
matriz-fractura al considerar que los bloques de matriz y su fractura circundante se encuentran a
la misma profundidad. Reisset al. (1973) fueron unos de los primeros autores en discutir el efecto
de la gravedad sobre la transferencia de 
ujo entre matriz y fractura. Gilman y Kazemi (1983)
incorporaron un t�ermino gravitacional a la funci�on de transferencia del modelo de doble continuo.
El t�ermino gravitacional est�a en funci�on de la alturas del contacto de las fases en el bloque de
matriz y en su fractura circundante. La fuerza de empuje del drene gravitacional es calculada al
restar la altura entre las interfaces de las fases en la matriz y en la fractura obtenidas de simples
balances de masa. Litvak (1985), Sonier y Eymard (1987) usaron enfoques similares, pero mejo-
raron el calculo de las alturas del contacto de las fases al incluir saturaciones irreductibles. En los
modelos de segregaci�on gravitacional se considera una segregaci�on total de las fases.
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Existen dos m�etodos principales para obtener pseudo funciones,m�etodo de pseudo funciones
est�aticas y m�etodo de pseudo funciones din�amicas. El m�etodode pseudo funciones est�aticas cal-
cula curvas de pseudo presi�on capilar, las cuales combinan las fuerzas capilares y gravitacionales
al considerar equilibrio vertical. Thomaset al. (1983) desarrollaron un modelo de doble continuo
trif�asico en tres dimensiones de diferencias �nitas para simular medios porosos fracturados. Para
tomar en cuenta los efectos gravitacionales, introdujeron pseudo funciones de presi�on capilar para
la matriz.

El m�etodo de pseudo funciones din�amicas obtiene las curvas de pseudo funciones a partir de
simulaciones con malla �na o datos hist�oricos. Dean y Lo (1988) mostraron que el efecto de la se-
gregaci�on gravitacional pod��a ser incluido en t�erminos de pseudopresi�on capilar para la matriz y
la fractura. Rossen y Shen (1989) propusieron un modelo para calcular el t�ermino de intercambio
matriz-fractura usando curvas de pseudo presi�on capilar para lamatriz y la fractura. En ambos
casos las curvas de pseudo presi�on capilar fueron obtenidas de simulaciones de malla �na de un
bloque de matriz rodeado de fracturas. Gilman y Kazemi (1988) argumentaron que la naturaleza
de la dependencia del tiempo de la segregaci�on gravitacional deb��aser incluida en las simulaciones
de medios porosos fracturados. Sin embargo, una desventaja delas t�ecnicas de pseudo presi�on
capilar es el tiempo y esfuerzo requerido para ajustar los resultados de simulaciones de malla �na
con las curvas generadas de pseudo presi�on. Rossen y Shen (1989) describieron un procedimiento
para generar las pseudo curvas a partir de una simulaci�on de malla �na sin tener que realizar un
ajuste.

En el modelo de doble continuo de Warren y Root (1963), todos los bloques de matriz, con-
siderados dentro de un bloque de malla computacional, son agrupados en un t�ermino fuente o
sumidero conectado a la fractura. La presi�on y la saturaci�on promedio son usadas para el bloque
entero de matriz. Estas dos consideraciones proporcionan un inexacto gradiente de presi�on entre
la fractura y la matriz. El modelo de subdominio fue presentado por Saidi (1983) en un simulador
trif�asico con enfoque de doble continuo, donde discretiz�o los bloques de matriz en las direcciones
vertical y radial. El propuso dividir a los bloques de matriz en subdominios, para poder represen-
tar las variaciones de presi�on y saturaci�on con mayor exactitud.Esto mejor�o signi�cativamente
el modelado de 
ujo transitorio en los bloques de matriz. Chenet al. (1987); Gilman y Kazemi
(1983) usaron enfoques similares para mejorar la representaci�on de la matriz en la simulaci�on de
modelos de doble continuo (ver Figura 1.3). La subdivisi�on proporciona una mejor resoluci�on de
los gradientes de presi�on y saturaci�on, pero incrementa el costo computacional.

Pruess y Narasimhan (1985) presentaron el modelo de interacci�on de m�ultiples continuos (MINC
por sus siglas en ingl�es). Ellos consideraron que las super�cies condistancias iguales con respecto
a la fractura tienen el mismo potencial de 
ujo. Por lo tanto, discretizaron los bloques de matriz en
una secuencia de elementos de volumen anidados tales que todas las interfaces entre los elementos
de volumen son paralelas a la fractura m�as cercana, como se muestra en la Figura 1.4.
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Gilman y Kazemi (1988) desarrollaron un simulador basado en el m�etodo de interacci�on de
m�ultiples continuos. Ellos dividieron cada bloque de matriz en anillos rectangulares y subdominios
verticales. Por lo tanto, su modelo tambi�en puede modelar segregaci�on gravitacional. Wu y Pruess
(1988) compararon el modelo de interacci�on de m�ultiples continuos con simulaciones de malla �na
para modelar imbibici�on capilar agua-aceite en medios porosos fracturados. Ellos mostraron que
el modelo de interacci�on de m�ultiples continuos predice la imbibici�on de agua de una fractura a
un bloque de matriz con mayor exactitud que el modelo cl�asico de doble continuo.

Figura 1.3: Sistema de doble continuo con descomposici�on de los bloques de matriz en subdominios
(modi�cada de Gilman y Kazemi 1983).

Figura 1.4: Discretizaci�on de un bloque de matriz en una secuencia deelementos de volumen
anidados (modi�cada de Pruess y Narasimhan 1985).
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En el enfoque cl�asico de doble continuo, la transferencia de 
uido entre los bloques de matriz se
considera despreciable. Sin embargo, esta consideraci�on no es apropiada cuando los bloques de ma-
triz son m�as grandes que los bloques de la malla. Blaskovichet al. (1983); Hill y Thomas (1985);
Dean y Lo (1988); Gilman y Kazemi (1988); Dean y Lo (1988); Fung yCollins (1991) extendieron
la consideraci�on del modelo de doble continuo al considerar transferencia de 
ujo matriz-matriz y
fractura-fractura entre los bloques de la malla. Este modelo es llamado modelo de doble porosi-
dad - doble permeabilidad y requiere mayores esfuerzos computacionales que el modelo de doble
continuo. La Figura 1.5 muestra la transferencia fractura-fractura y matriz-matriz, despreciada en
los modelos de doble continuo.

Figura 1.5: Representaci�on esquem�atica de las conexiones en un modelo de doble permeabilidad.
La transferencia de 
ujo matriz-matriz est�a representada porlas 
echas de l��nea discontinua, la
transferencia matriz-fractura por 
echas de l��nea continua y las 
echas de doble l��nea representan
la transferencia fractura-fractura (modi�cada de Moinfar 2013).
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La Figura 1.6 muestra la diferencia conceptual de conectividad entre los modelos de doble conti-
nuo, de subdominio o interacci�on de multiples continuos y de doble porosidad-doble permeabilidad.

Figura 1.6: Conectividad conceptual para un modelo cl�asico de doblecontinuo (izquierda), de sub-
dominio o interacci�on de m�ultiples continuos (centro) y de doble porosidad - doble permeabilidad
(derecha) (modi�cada de Huang 2009).

Aunque el enfoque de los modelos de doble continuo es muy e�ciente,tiene algunas limita-
ciones. Al utilizar una representaci�on idealizada del medio poroso fracturado, sobreregularizando
la geometr��a de la red de fracturas, este modelo no puede ser aplicado a medios porosos frac-
turados desconectados, ya que no representa la heterogeneidad de estos sistemas. Esto di�culta
la obtenci�on de buenas estimaciones de par�ametros. Adem�as, laevaluaci�on de las funciones de
transferencia entre la matriz y las fracturas es complicada (Karimi-Fard y Firoozabadi, 2003).

Las consideraciones realizadas en los modelos de doble continuo representan un alto grado
incertidumbre, por lo que se requieren t�ecnicas de calibraci�on para poder utilizar correctamente
estos modelos.

Los modelos de doble continuo son usados para representar mediosporosos fracturados a una
escala aumentada, siempre que se cumplen las condiciones necesarias para adoptar estos enfoques.
Cuando se desean modelar a escala local se utilizan modelos discretos, ya que el enfoque continuo
no es aplicable para la representaci�on del problema, debido a que serequieren descripciones m�as
precisas acerca de la distribuci�on de la red de fracturas y la transferencia de masa entre matriz y
fractura.

1.1.2. Modelos discretos

El objetivo de los modelos discretos es representar expl��citamente la distribuci�on de la red de
fracturas, considerando a cada fractura como una estructuraexpl��cita. Con este enfoque se tiene
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la posibilidad de modelar procesos de 
ujo y transporte de una manera muy cercana a como se
presentan en la naturaleza (Reichenbergeret al., 2004).

En el enfoque discreto las fracturas pueden ser modeladas de dosformas: como elementos
equidimensionales al dominio (lo que implica altas demandas en la generaci�on de la malla y
las herramientas num�ericas para resolver el sistema de ecuaciones resultante); o elementos de
dimensiones menores (tambi�en conocidos en la literatura como elementos de dimensiones mixtas),
ver Figura 1.7.

Figura 1.7: Representaci�on esquem�atica de los enfoques discretos en un dominio de dos dimensio-
nes, donde 
m y 
 f r representan a los subdominios correspondientes a la matriz y a la fractura,
respectivamente. Izquierda: la fractura es modelada como un elemento equidimensional al domi-
nio. Derecha: la fractura es modelada como un elemento de dimensiones menores. (modi�cada de
Karimi-Fard y Firoozabadi 2003).

Modelo de simple continuo (expl��cito)

El modelo de simple continuo puede ser considerado dentro del enfoque discreto cuando las
fracturas son representadas expl��citamente como elementos equidimensionales al dominio, es decir,
en un dominio de n-dimensiones, cada una de las fracturas es representada por un subdominio en
n-dimensiones, como se muestra en la Figura 1.7.

El modelo de simple continuo expl��cito proporciona buena exactitudpero no es pr�actico debido
al gran n�umero de elementos de malla que se requieren por la alta relaci�on de aspecto entre el
tama~no de la matriz y el espesor de las fracturas. Cuando en un sistema fracturado la relaci�on de
aspecto, as�� como la relaci�on de permeabilidad de la matriz y la fractura, es muy alta, el modelo
de simple continuo expl��cito se vuelve n�umericamente ine�ciente.
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Modelo de fractura discreta

El modelo de fractura discreta es una simpli�caci�on geom�etrica del modelo de simple continuo
expl��cito, basado en el concepto de equilibrio de 
ujo cruzado entre las caras de las paredes de la
fractura y la matriz, que permite representar a las fracturas como elementos den � 1 dimensiones
en un dominio den dimensiones. Representando a las fracturas como l��neas en un dominio de dos
dimensiones, o super�cies en un dominio de tres dimensiones.

El enfoque de fractura discreta es num�ericamente superior al enfoque de simple continuo expl��ci-
to y supera las limitaciones de los modelos de enfoque continuo (Hoteity Firoozabadi, 2005) prin-
cipalmente la falta de un t�ermino de intercambio entre las fracturasy la matriz, que puede ser
considerado como una ventaja conceptual importante (Reichenbergeret al., 2006). Sin embargo,
la aplicabilidad de los modelos discretos para problemas a escala de campo permanece muy limita-
da, ya que requieren la determinaci�on detallada de caracter��sticas precisas de la red de fracturas.
Una soluci�on a este problema es usar datos generados geoestadsticamente junto con los datos
determin��sticos para realizar el modelo.

Wilson y Witherspoon (1974) publicaron uno de los primeros art��culosen utilizar modelos dis-
cretos para estudiar 
ujo de 
uido en medios porosos fracturados. Ellos estudiaron la in�ltraci�on
en estado estacionario en un sistema fracturado debajo de una represa usando dos modelos de
elemento �nito. El primer modelo puede ser categorizado como un modelo de simple continuo
expl��cito desestructurado donde las fracturas son representadas mediante elementos �nitos trian-
gulares. El segundo es un modelo de fractura discreta donde se utilizan elementos �nitos de una
dimensi�on para representar a las fracturas en un medio impermeable distinto.

Gureghian (1975) present�o un modelo de elemento �nito para 
ujode 
uido tridimensional en
un medio poroso fracturado. En su trabajo represent�o a las fracturas mediante elementos trian-
gulares que corresponden a las caras de tetraedros que representan los bloques de matriz.

Noorishad y Mehran (1982) present�o un modelo de elemento �nito para estudiar 
ujo tran-
sitorio con trasporte de soluto por dispersi�on y convecci�on en unmedio poroso fracturado en
dos dimensiones. Bacaet al. (1984) propuso un modelo de elemento �nito en dos dimensiones
para 
ujo monof�asico con transporte de soluto y calor, utilizandoun enfoque similar. M�as tarde,
Juaneset al. (2002) present�o un modelo general de elemento �nito para 
ujo monof�asico en me-
dios porosos fracturados en tres dimensiones.

Kim (1999); Kim y Deo (1999, 2000); Karimi-Fard y Firoozabadi (2003) adoptaron el m�etodo
de elemento �nito para desarrollar modelos de 
ujo bif�asico en medios porosos fracturados inclu-
yendo efectos gravitacionales y capilares, usando un enfoque similar al utilizado por Baca et al.
(1984); Noorishad y Mehran (1982). Karimi-Fard y Firoozabadi (2003) utilizaron el m�etodo IM-
PES para la soluci�on de las ecuaciones, mientras que Kim (1999); Kim yDeo (1999, 2000) usaron
el m�etodo totalmente impl��cito.



12 CAP�ITULO 1. REVISI �ON DE LA LITERATURA

Sin embargo, los modelos de fracturas discretas basados en procedimientos de elemento �nito
no son adecuados para 
ujo multif�asico en medios porosos altamente heterog�eneos, ya que no
aseguran conservaci�on local de la masa.

Hoteit y Firoozabadi (2005); Fuet al. (2005); Fu (2007); Yang (2003); Monteagudo y Firoozabadi
(2004); Reichenbergeret al. (2006); Geigeret al. (2009) desarrollaron simuladores num�ericos para

ujo multif�asico en medios porosos fracturados con el enfoque de fracturas discretas en dos y tres
dimensiones usando una formulaci�on de vol�umenes de control basados en elementos �nitos para
asegurar la conservaci�on local de la masa.

El m�etodo de vol�umenes de control basados en elementos �nitos usa el mismo tipo de funcio-
nes de interpolaci�on para variables dependientes que las usadas enel m�etodo de elementos �nitos.
Sin embargo, en el m�etodo de elementos �nitos los potenciales de 
ujo son aproximados sin el
conocimiento del 
ujo entre los nodos, mientras que en el m�etodode vol�umenes de control basado
en elementos �nitos el 
ujo de 
uidos entre nodos es calculado expl��citamente para asegurar la
conservaci�on local de la masa.

Tambi�en han sido propuestos modelos de fractura discreta basados en diferencias �nitas.
Karimi-Fard et al. (2004) desarrollar�on modelos de fracturas discretas usando una formulaci�on
de vol�umenes de control basados en diferencias �nitas. El modelo emplea el enfoque discreto con
elementos de dimensiones menores, donde la matriz es modelada por celdas poli�edricas tridimen-
sionales y las fracturas son representadas por super�cies. Adem�as, introdujeron un transformaci�on
de conectividad llamada "star-delta"para eliminar el volumen de control en las intersecciones de
fracturas, el cual provoca inestabilidad num�erica y peque~nos pasos de tiempo.

Para representar con exactitud la heterogeneidad de un medio poroso fracturado, usualmente
es necesario utilizar un esquema de discretizaci�on desestructurado. La mayor��a de los modelos de
fracturas discretas requieren una malla desestructurada que seajuste a la compleja geometr��a y
localizaci�on de las fracturas. Las mallas desestructuradas suelenusar elementos �nitos triangula-
res en un dominio de dos dimensiones y elementos tetra�edricos en dominios de tres dimensiones
para realizar la discretizaci�on del espacio. La generaci�on de tal malla para una red de fracturas
arbitraria puede ser un reto considerable.

Se han publicado trabajos sobre tratamientos para reducir el tiempo de computo y el uso de
memoria, tales como la aplicaci�on de mallas h��bridas (Geigeret al., 2007). �Estas emplean una com-
binaci�on de distintos tipos de elementos para la discretizaci�on del espacio: elementos tetra�edricos,
hexa�edricos, piramidales y prism�aticos en dominios de tres dimensiones y elementos triangulares
y cuadrilaterales en dominios de dos dimensiones. Esto reduce el n�umero de nodos (es decir, de
inc�ognitas) y por lo tanto el costo computacional.
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Modelos h��bridos

Los modelos h��bridos son una combinaci�on de los enfoques discretoy continuo. Donde, para
una escala dada, las fracturas que pueden ser modeladas expl��citamente son consideradas con
el enfoque discreto, mientras que las fracturas a menores escalas son consideradas mediante el
enfoque continuo. Desafortunadamente, al combinar estos dosenfoques tambi�en se combinan sus
respectivas incertidumbres. Adem�as de las di�cultades para representar las discontinuidades a una
escala dada, se tienen las incertidumbres del enfoque continuo.
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El m�etodo general que se utiliza para realizar la predicci�on cient���ca del comportamiento de los
sistemas de inter�es en ciencia e ingenier��a es lamodelaci�on, ya que permite construir modelos para
sistemas y fen�omenos diversos, gracias a la gran generalidad de sus bases y de las metodolog��as
utilizadas.

La modelaci�on consiste en utilizar modelos de los sistemas de inter�es. Entendiendo pormodelo
un sustituto del sistema real, de cuyo comportamiento es posible derivar el del sistema de inter�es.
La transformaci�on de un sistema real a un modelo, inevitablementeconduce a simpli�caciones del
sistema real. Por lo tanto, se debe tener presente que un modelo solamente es una aproximaci�on
de la realidad.

La formulaci�on de los modelos de sistemas reales complejos es una contribuci�on fundamen-
tal del avance de la ciencia y el desarrollo la computaci�on electr�onica. Debido a que se requiere
la integraci�on de conocimientos cient���cos y tecnol�ogicos para generar modelos matem�aticos, los
cuales se transforman en modelos num�ericos simpli�cados para serimplementados en programas
de c�omputo.

La metodolog��a del proceso de modelaci�on matem�atica, num�erica y computacional est�a con-
formada por cuatro etapas (Herrera y D��az-Viera, 2003):

Modelaci�on Conceptual

Modelaci�on Matem�atica

Modelaci�on Num�erica

Modelaci�on Computacional

Sin embargo, incluye impl��citamente una etapa previa, la descripci�on del problema a resolver.
Esta etapa consiste en de�nir, describir y delimitar el problema a resolver. En este trabajo, es-
ta etapa se realiza en la revisi�on de la literatura de los modelos de medios porosos fracturados,
Ca�pitulo 1.

En la etapa de Modelaci�on Conceptual se establecen todas las hip�otesis, supuestos, condiciones,
alcances y limitaciones que debe satisfacer el modelo a una escala dada. Por lo tanto, se de�nen
cuales son las fases, componentes y propiedades sujetas a balance, as�� como las posibles relaciones
de dependencia entre �estas.

La Modelaci�on Matem�atica consiste en obtener una descripci�on matem�atica del modelo con-
ceptual que represente el comportamiento del sistema o fen�omeno a estudiar. Para la generaci�on
de modelos matem�aticos existen principalmente dos enfoques: el determin��stico y el estoc�astico.
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El enfoque determin��stico consiste en establecer una ecuaci�on oconjunto de ecuaciones cuya
soluci�on �unica describe de manera un��voca el comportamiento del fen�omeno a modelar. Mientras
que el enfoque estoc�astico persigue reproducir el comportamiento del fen�omeno en el sentido es-
tad��stico, es decir, se obtienen m�ultiples soluciones estad��sticamente equivalentes.

Dependiendo de la escala de la modelaci�on, se adopta el enfoque de laf��sica microsc�opica,
cuando se desea estudiar un sistema o fen�omeno a la escala de las part��culas que forman una
mol�ecula o un �atomo, o de la f��sica macrosc�opica, a una escala tal que el sistema est�a formado por
una inmensa cantidad de mol�eculas y se considera como un continuode materia. Los fundamentos
de la f��sica macrosc�opica los proporciona la Mec�anica de los Medios Continuos, mientras que la
Mec�anica Cu�antica proporciona una metodolog��a apropiada parael estudio de la f��sica microsc�opi-
ca. Sin embargo, la mayor��a de los sistemas de inter�es en ciencia e ingenier��a pertenecen a la f��sica
macrosc�opica.

En el presente trabajo se adopt�o el enfoque macrosc�opico determin��stico basado en la Formula-
ci�on Axiom�atica de los Modelos Matem�aticos de los Sistemas Continuos, los cuales, independien-
temente de su naturaleza y propiedades intr��nsecas, pueden formularse por medio de balances. Los
modelos b�asicos de sistemas tan complicados como los yacimientos petroleros, se pueden derivar
por medio de la aplicaci�on repetida de la ecuaci�on diferencial de balance.

A partir del Modelo Conceptual se establece el Modelo Matem�aticomediante la aplicaci�on de
esta formulaci�on axiom�atica, lo cual consiste en escribir las ecuaciones de balance local, diferen-
ciales parciales y de salto, para las propiedades intensivas en correspondencia con las propiedades
extensivas de las ecuaciones de balance global. El procedimiento anterior se realiza para cada
compoenente en cada fase, resultando tantas ecuaciones como componentes se tengan por fases.
Posteriormente, se especi�can las leyes constitutivas que est�enligadas con la naturaleza del pro-
blema. Estas relaciones permiten ligar a las propiedades intensivas deinter�es entre s�� y de�nir sus
t�erminos fuente y de 
ujo, adem�as se a~naden tantas relaciones como sean necesarias para que el
sistema de ecuaciones est�e determinado. Finalmente, el modelo secompleta al especi�car su�cien-
tes condiciones iniciales y de frontea de manera que el problema resultante sea bien planteado, es
decir, que posee soluci�on �unica.

La Formulaci�on Axiom�atica de los Modelos Matem�aticos de los Sistemas Continuos se encuen-
tra desarrollada en el Ap�endice A.

Los modelos matem�aticos de los sistemas continuos son ecuacionesdiferenciales, las cuales son
parciales para la mayor��a de los sistemas de inter�es en ciencia e ingenier��a, o sistemas de tales
ecuaciones, que son las que permiten predecir el comportamiento de los sistemas. Debido al grado
de complejidad de este tipo de problemas, no es posible obtener mediante m�etodos anal��ticos las
soluciones de tales ecuaciones, por lo que deben ser tratados con m�etodos num�ericos.
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La etapa de la Modelaci�on Num�erica consiste en obtener una versi�on discreta del Modelo
Matem�atico que pueda ser implementada en un programa de c�omputo. Los modelos num�ericos
son versiones discretas de los modelos matem�aticos, cuya soluci�on involucra el uso de algoritmos
num�ericos e�cientes y estables. Las soluciones son aproximadas hasta cierto nivel de error pero a
su vez deben ser consistentes con la soluci�on del modelo matem�atico.

Los m�etodos num�ericos m�as usados para la discretizaci�on en espacio y tiempo de sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales son de tres tipos:

El m�etodo de diferencias �nitas (FDM)

El m�etodo de elementos �nitos (FEM)

El m�etodo de volumen �nito (FVM)

Adem�as de la discretizaci�on del sistema de EDP se requiere en mayor o menor medida la
aplicaci�on de toda una serie de m�etodos num�ericos, como son:

M�etodos de linealizaci�on

M�etodos, directos e iterativos, para resolver el sistema de ecuaciones algebraicas lineales
resultantes.

M�etodos �Optimos de Construcci�on de Mallas

M�etodos de Descomposici�on de Dominio.

En este trabajo se utiliza el m�etodo de elementos �nitos para la discretizaci�on espacial, as�� co-
mo otros m�etodos num�ericos los cuales ser�an detallados en el Cap��tulo 4.

Sin embargo, la cantidad de c�alculos aritm�eticos que requiere la aplicaci�on de esta clase de
m�etodos, est�a muy por encima de la capacidad humana para realizarlos y es necesario que sean
ejecutados por computadoras electr�onicas.

En la etapa de Modelaci�on Computacional se realiza la traducci�on del Modelo Num�erico a uno
computacional, el cual debe estar implementado en una plataformao equipo de c�omputo espec���co
y codi�cado en cierto lenguaje de programaci�on.

En este trabajo se realiz�o la implementaci�on computacional mediante el uso del programa
COMSOL Multiphysics R
 , que es una plataforma num�erica general basada en el m�etodo de ele-
mentos �nitos para la soluci�on de problemas de ecuaciones diferenciales parciales con condiciones
iniciales y de frontera.

Aunque formalmente la metodolog��a de modelaci�on matem�atica, num�erica y computacional
est�a conformada por cuatro etapas, incluye impl��citamente dosetapas m�as. La validaci�on del mo-
delo obtenido y su aplicaci�on.
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La validaci�on consiste en validar el modelo num�erico mediante soluciones anal��ticas o semi
anal��ticas. Este paso puede tener cierto grado de generalidad debido a que solo hay soluciones
anal��ticas o semi anal��ticas para un peque~no n�umero de problemas espec���cos. Sin embargo, la
validaci�on mediante soluciones anal��ticas o semi anal��ticas solo demuestra que el modelo num�erico
conduce a una soluci�on correcta de las relaciones matem�aticas originales. Para veri�car que el
modelo num�erico representa los procesos correctamente para un problema dado, es necesaria una
validaci�on experimental. A trav�es de una validaci�on con datos experimentales se puede veri�car
el grado al cual el modelo es correcto y determinar par�ametrosy procesos decisivos. En general,
una validaci�on experimental es muy dif��cil debido a que la evaluaci�ondel modelo e identi�caci�on
de procesos signi�cativos mediante experimentos es casi imposible,ya que los datos necesarios no
pueden medirse con su�ciente exactitud (Helmig, 1997).

Hasta que nosotros no hayamos examinado el modelo mediante las validaciones antes mencio-
nadas, es decir, mientras no hayamos demostrado que pueden serrealmente la base para realizar
una predicci�on, no podremos pasar a la etapa de aplicaci�on, es decir, a modelar un sistema na-
tural, ya que solo un modelo que est�a su�cientemente calibrado puede ser utilizado como una
herramienta predictiva.
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3.1. Ecuaciones generales de 
ujo monof�asico
en medios porosos con discontinuidades

La derivaci�on de las ecuaciones generales de 
ujo monof�asico en medios porosos con discontinui-
dades se realiza mediante la Formulaci�on Axiom�atica de los Modelos Matem�aticos de los Sistemas
Continuos, la cual se encuentra desarrollada en el ap�endice A, desarrollando las condiciones de
balance local de cada una de las propiedades intensivas asociadas a lacolecci�on de propiedades
extensivas del sistema continuo.

3.2. Modelo Conceptual

1. Se considera un sistema cerrado bajo condiciones isot�ermicas.

2. Existe una fase 
uida y una inm�ovil .

3. La fase 
uida es un 
uido que consta de un solo componente.

4. La fase inm�ovil es una matriz porosa.

5. El medio poroso se encuentra totalmente saturado por la fase 
uida.

6. La fase 
uida presenta 
ujo darciano a trav�es del medio poroso.

7. Existe una o varias discontinuidades en el medio poroso.

3.3. Modelo Matem�atico

El modelo de 
ujo de 
uidos est�a basado en el balance de una sola propiedad extensiva, la
masa del 
uido, M f . Considerando la de�nici�on de propiedad intensiva como la propiedadpor
unidad de volumen, la propiedad intensiva asociada a la masa del 
uido es la densidad,� .

Sin embargo, el movimiento del cuerpo 
uido ocurre en un medio poroso conformado por
una fracci�on de volumen de roca y otra fracci�on de volumen ocupada por los poros, la cual se
de�ne como porosidad,� . Por lo tanto, al considerar que el medio poroso se encuentra totalmente
saturado por la fase 
uida, el volumen de 
uidoVf (t) contenido en el cuerpo que ocupa el dominio
B(t) del espacio f��sico, es igual a la fracci�on de volumen del sistema ocupado por los poros, es
decir:

Vf (t) =
Z

B (t)

� (x; t) dx (3.1)
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En t�erminos de la masa del 
uido, M f , se tiene:

M f (t) =
Z

B (t)

� (x; t)� (x; t) dx (3.2)

Propiedad extensiva: masa
E(t) � M f (t) (3.3)

Propiedad intensiva: densidad-porosidad

 (x; t) � � (x; t)� (x; t) (3.4)

Ecuaci�on de balance global

d
dt

M f (t) =
Z

B (t)

g(x; t)dx +
Z

@B(t)

� (x; t) � ndx +
Z

�( t )

g� (x; t)dx (3.5)

donde

g(x; t) es la masa de 
uido que se genera o se destruye en el interior del cuerpo B(t).

� (x; t) es la masa de 
uido que entra o sale a trav�es de la frontera del cuerpo @B(t)

g� (x; t) es la masa de 
uido que se genera o se destruyen en el interior del cuerpo �( t)

Ecuaci�on diferencial de balance local

@
@t

(�� ) + r � (��v ) = g + r � � ; 8x 2 B(t) n �( t): (3.6)

Ecuaci�on de salto de balance local

[[�� (v � v� ) � � ]] � n� = g� ; 8x 2 �( t): (3.7)

Si consideramos que la velocidad de darcyu est�a de�nida como:

u = v� (3.8)

donde v es la velocidad real del 
uido y� la porosidad, las ecuaciones de balance local las
podemos reescribir como:

@
@t

(�� ) + r � (�u ) = g + r � � ; 8x 2 B(t) n �( t): (3.9)

[[� (u � u� ) � � ]] � n� = g� ; 8x 2 �( t): (3.10)
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introduciendo la ley de Darcy en su forma vectorial

u = �
1
�

k � (r p � �
 r z) (3.11)

donde � es la viscosidad del 
uido,k el tensor de permeabilidad absoluta,p la presi�on, � la
densidad del 
uido, 
 la magnitud de la aceleraci�on gravitacional yz la profundidad, la cual es
un vector funci�on de (x1; x2; x3) apuntando en la direcci�on de la gravedad.

La ecuaci�on diferencial de balance local estar��a de�nida por:

@
@t

(�� ) � r � (
�
�

k � (r p � �
 r z)) = g + r � � ; 8x 2 B(t) n �( t): (3.12)

Esta es la forma m�as general de la ecuaci�on de 
ujo monof�asico en medios porosos. En esta
ecuaci�on a�un no se hacen consideraciones acerca del tipo de 
uido o de la dependencia de las
propiedades de la roca y el 
uido con respecto a la presi�on.

Por lo tanto, para poder completar el modelo y resolver el problemade 
ujo, adem�as de esta-
blecer condiciones iniciales y de frontera, es necesario especi�car una ecuaci�on de estado para el
tipo 
uido correspondiente.

El m�etodo sistem�atico para la formulaci�on de los modelos de sistemas continuos, ver Ap�endice
A, representa una alternativa m�as directa para derivar las ecuaciones generales de 
ujo en medios
porosos. Ya que al utilizar resultados bien conocidos del c�alculo, no requiere la invenci�on de un
volumen de control dependiente del sistema de coordenadas utilizado para describir el problema
de 
ujo. Por lo tanto, la derivaci�on de las ecuaciones se puede realizar para un 
uido, n�umero de
fases y dominio arbitrario, independiente del sistema de coordenadas.
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El modelo matem�atico resultante para todos los modelos presentados en este trabajo es una
ecuaci�on diferencial parcial lineal con condiciones iniciales y de frontera, por lo cual, para todo
los casos se aplican para su soluci�on num�erica los siguientes m�etodos:

Para la discretizaci�on temporal se utiliz�o una discretizaci�on de diferencias �nitas regresivas.

Para la discretizaci�on espacial se aplic�o una discretizaci�on est�andar tipo Galerkin de elemento
�nito, utilizando polinomios cuadr�aticos de Lagrange como funciones de base y peso.

Se utiliz�o una malla desestructurada de elementos triangulares en 2D.

Se utiliz�o una variante del m�etodo diretco LU para resolver el sistema lineal de ecuaciones
algebraicas.
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5.1. Modelo Conceptual

1. Se considera un sistema cerrado bajo condiciones isot�ermicas.

2. Existe una fase 
uida y una inm�ovil .

3. La fase 
uida es un 
uido newtoniano ligeramente compresible que consta de un solo com-
ponente.

4. La fase inm�ovil es una matriz porosa homog�enea ligeramente compresible.

5. La viscosidad de la fase 
uida es constante.

6. El medio poroso se encuentra totalmente saturado por la fase 
uida.

7. La permeabilidad del medio es constante.

8. La fase 
uida presenta 
ujo darciano a trav�es del medio poroso.

9. Se considera que no existe 
ujo difusivo (difusi�on) en las fronteras del sistema, es decir,
� = 0.

5.2. Modelo Matem�atico

El modelo matem�atico de 
ujo monof�asico ligeramente compresiblese obtiene a partir de las
ecuaciones generales para 
ujo monof�asico en medios porosos con discontinuidades.

Ecuaci�on de balance global

d
dt

M f (t) =
Z

B (t)

g(x; t)dx +
Z

@B(t)

� (x; t) � ndx +
Z

�( t )

g� (x; t)dx (5.1)

Ecuaci�on diferencial de balance local

@
@t

(�� ) + r � (�
�
�

k � (r p � �
 r z)) = g + r � � ; 8x 2 B(t) n �( t): (5.2)

Ecuaci�on de salto de balance local

[[� (u � u� ) � � ]] � n� = g� ; 8x 2 �( t): (5.3)

De acuerdo al Modelo Conceptual, se considera que en el sistema noexiste 
ujo difusivo en las
fronteras, � = 0, y tampoco discontinuidades,g� = 0. Por lo tanto, la ecuaci�on de balance global
se expresa c�omo:

d
dt

M f (t) =
Z

B (t)

g(x; t) dx (5.4)
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y la ecuaci�on diferencial de balance local

@
@t

(�� ) + r � (�
�
�

k � (r p � �
 r z)) = g ; 8x 2 B(t) n �( t): (5.5)

Debido a que se considera que no existen discontinuidades en el sistema, no es necesario esta-
blecer una ecuaci�on de salto.

Para obtener la ecuaci�on 5.5 en t�erminos de la presi�on para 
uidosligeramente compresibles,
se debe establecer una relaci�on entre la presi�on y la densidad mediante una ecuaci�on de estado.
Como ecuaci�on de estado usualmente se introduce al coe�ciente de compresibilidad isot�ermico

cf = �
1
V

@V
@p

j t (5.6)

a partir de el se puede obtener una ecuaci�on que relacione la densidad del 
uido con su
compresibilidad, mediante la de�nici�on de densidad

� =
M
V

(5.7)

despejando el volumen de la ecuaci�on anterior:

V =
M
�

(5.8)

derivando con respecto a la presi�on se tiene:

@V
@p

=
� @M

@p � M @�
@p

� 2
(5.9)

considerando que no existe variaci�on de la masa con respecto de la presi�on

@V
@p

=
� M
� 2

@�
@p

(5.10)

Sustituyendo las expresiones 5.8 y 5.10 en la ecuaci�on 5.6, se puede de�nir la compresibilidad
de cualquier 
uido

cf =
1
�

@�
@p

(5.11)

considerando que

cf =
1
�

@�
@p

�
1
�

d�
dp

(5.12)



30 CAP�ITULO 5. MODELO DE FLUJO MONOF �ASICO LIGERAMENTE COMPRESIBLE

reordenando la ecuaci�on e integrando en un rango de presi�on

pZ

p0

cf dp =

pZ

p0

1
�

d� (5.13)

dondep0 es la presi�on inicial o de referencia yp es la presi�on a cierto tiempo.

Considerando que la compresibilidad del 
uidocf es constante

pZ

p0

cf dp = cf

pZ

p0

dp = cf (p) jpp0
= cf (p � p0) (5.14)

pZ

p0

1
�

d� = ln (� ) jpp0
= ln (� ) � ln (� 0) = ln

�
� 0

(5.15)

donde � 0 es el valor de la densidad a la presi�on inicial o de referenciap0 y � el valor de la
densidad a la presi�on a cierto tiempop.

Por lo tanto, la ecuaci�on 5.13 se puede reescribir como

cf (p � p0) = ln
�
� 0

(5.16)

despejando�

� = � 0 ecf (p� p0) (5.17)

Considerando la formula de expansi�on de una funci�onf (x) en las cercan��as del valor conocido
de la funci�on por medio de la serie de Taylor, siendoa el punto conocido, donde

f (x) = f (a) +
f 0(a)(x � a)

1!
+

f 00(a)(x � a)2

2!
+ ::: ::: +

f n(a)(x � a)n

n!
(5.18)

adem�as, se puede expandir la funci�onf (x) alrededor del puntox = 0

f (x) = 1 +
x
1!

+
x2

2!
+ ::: ::: +

xn

n!
(5.19)

expandiendo el factorecf (p� p0) de la ecuaci�on 5.17 mediante la serie de Taylor, se tiene

ecf (p� p0) = 1 +
cf (p � p0)

1!
+

c2
f (p � p0)2

2!
+ ::: ::: +

cn
f (p � p0)n

n!
(5.20)
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entonces, una aproximaci�on para la ecuaci�on 5.17 ser��a

� � � 0 (1 + cf (p � p0)) (5.21)

La compresibilidad de la roca est�a de�nida por:

cR =
1
�

@�
@p

(5.22)

considerando que

cR =
1
�

@�
@p

�
1
�

d�
dp

(5.23)

reordenando la ecuaci�on e integrando en un rango de presi�on

pZ

p0

cR dp =

pZ

p0

1
�

d� (5.24)

dondep0 es la presi�on inicial o de referencia yp es la presi�on a cierto tiempo.

Considerando que la compresibilidad de la rocacR es constante

pZ

p0

cR dp = cR

pZ

p0

dp = cR (p) jpp0
= cR (p � p0) (5.25)

pZ

p0

1
�

d� = ln (� ) jpp0
= ln (� ) � ln (� 0) = ln

�
� 0

(5.26)

donde � 0 es el valor de la porosidad a la presi�on inicial o de referenciap0 y � el valor de la
porosidad a la presi�on a cierto tiempop.

Por lo tanto, la ecuaci�on 5.24 se puede reescribir como

cR (p � p0) = ln
�
� 0

(5.27)

despejando�

� = � 0 ecR (p� p0) (5.28)

An�alogamente, una aproximaci�on para esta ecuaci�on ser��a

� � � 0 (1 + cR (p � p0)) (5.29)
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Desarrollando el primer primer t�ermino del lado izquierdo de la ecuaci�on 5.5 y factorizando el
t�ermino ��

@
@t

(�� ) = �� (
1
�

d�
dp

+
1
�

@�
@p

)
@p
@t

(5.30)

Derivando la ecuaci�on 5.29 con respecto de la presi�on, se obtiene

d�
dp

= � 0 cR (5.31)

sustituyendo las ecuaciones 5.11 y 5.31 en la ecuaci�on 5.30

@
@t

(�� ) = ��
�

� 0

�
cR + cf

�
@p
@t

(5.32)

Considerando la compresibilidad total del sistema como:

ct =
� 0

�
cR + cf (5.33)

Se tiene:

@
@t

(�� ) = ��c t
@p
@t

(5.34)

Sustituyendo la expresi�on anterior en la ecuaci�on 5.5 se obtiene la ecuaci�on que gobierna en

ujo

��c t
@p
@t

+ r � (�
�
�

k � (r p � �
 r z)) = g; 8x 2 B(t) (5.35)

Condici�on inicial

Se establece una condici�on inicial tipo Dirichlet, el valor de la presi�onal tiempo inicial.

p(t0) = p0 (5.36)

Condiciones de frontera

Se considera que no existe 
ujo en las fronteras externas del sistema, por lo que se establecen
condiciones de frontera tipo Neumann.

n � u = 0; 8x 2 @B(t) (5.37)
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5.3. Modelo Computacional

La ecuaci�on 5.35 considera un espacio en tres dimensiones, para poder utilizar la misma ecua-
ci�on diferencial para 
ujo en una o dos dimensiones es necesario de�nir una funci�on del factor
geom�etrico, �� , como se muestra a continuaci�on (Peaceman, 1977):

una dimensi�on �� (x; y; z) = A (x)

dos dimensiones �� (x; y; z) = H (x; y)

tres dimensiones �� (x; y; z) = 1

DondeA es el �area del yacimiento yH su espesor.

Por lo tanto, la ecuaci�on diferencial de balance local para un espacio en dos dimensiones es

H��c t
@p
@t

= r � (
H�
�

k � (r p � �
 r z)) + Hg; 8x 2 
( t) (5.38)

Considerando 
ujo horizontal, la ecuaci�on (5.38) puede reescribirse de la siguiente manera:

H��c t
@p
@t

= r � (
H�
�

k � r p) + Hg; 8x 2 
( t) (5.39)

dividiendo la expresi�on anterior por la densidad se tiene

H�c t
@p
@t

= r � (
H
�

k � r p) + H �q; 8x 2 
( t) (5.40)

donde �q = g=�

Para la implementaci�on del modelo en COMSOL Multiphysics en el modo EDP con formulaci�on
de coe�cientes para an�alisis dependiente del tiempo, �este se ingresa mediante la sustituci�on de los
coe�cientes de la siguiente manera:

ea
@2u

@t2
+ da

@u

@t
� r � (cr u + �u � 
 ) + � � r u + au = f (5.41)

u � p; da � H � phi � ct; c � H � k=mu; y � = 
 = � = a = ea = f � 0.

El coe�ciente f se iguala a cero debido a que los t�erminos fuente o sumidero se implementan
en un punto mediante una formulaci�on d�ebil.

El pozo se implementa en un punto como un sumidero (ver Figura 5.4).Para establecer una
fuente o sumidero en un punto, se dibuja un punto en el lugar apropiado y se especi�ca la descarga.
Se deber�a establecer la descarga como un gasto volum�etrico, con signo negativo para denotar un
sumidero y positivo para denotar una fuente (Kitanidis, 2008).
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Condici�on inicial

Se establece una condici�on inicial tipo Dirichlet, el valor de la presi�onal tiempo inicial.

u ( t 0) = p0 (5.42)

Condiciones de frontera

En las cuatro fronteras se considera que no existe 
ujo, por lo quese establecen condiciones
de frontera de tipo Neumann. La ecuaci�on general para condiciones de frontera de tipo Neumann
en COMSOL est�a de�nida de la siguiente manera:

n � (cr u + �u � 
 ) + qu = g (5.43)

por lo que establecemos:u � p; c � H � k=mu; y � = 
 = q = g � 0.

n � u = 0; 8x 2 @
( t) (5.44)
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5.4. Validaci�on del Modelo

5.4.1. Descripci�on del problema

El caso de estudio ha sido tomado de Chenet al. (2006), el cual plantea un problema de 
ujo
radial monof�asico en un medio poroso isotr�opico en una dimensi�on. Se considera un yacimiento
con una extensi�on in�nita en la direcci�on horizontal, en el cual existe un pozo en producci�on,
todas sus propiedades son sim�etricas con respecto al eje del pozo y el yacimiento es homog�eneo
en la direcci�on vertical. Los efectos debidos a la gravedad son ignorados. Para dicho yacimiento
se pretende estimar la ca��da de presi�on durante un periodo de cuatro d��as.

5.4.2. Datos del problema

s��mbolo Descripci�on Valor Unidad
po Presi�on inicial 3600 psi
rw Radio del pozo 0.1875 f t
re Radio de exploraci�on 28.0176 f t
� Viscosidad del aceite 1.06 cp
k Permeabilidad absoluta 0.3 d
cf Compresibilidad del aceite 0.00001 1=psi
cR Compresibilidad de la roca 0.000004 1=psi
� Porosidad 0.2 fracci�on
qo Gasto de aceite 313.7976 RB=D
L Longitud del yacimiento por lado 8,100 f t

Tabla 5.1: Datos utilizados en la validaci�on del modelo de 
ujo monof�asico.

Se proporcionan los factores utilizados para la conversi�on de unidades de campo (h��bridas) a
unidades absolutas (SI).

Unidad Nombre Conversi�on
psi Pounds per Square Inch 1psi = 6894:757 (P a)
cp centi poise 1 cp= 0:001

� kg
m�s

�

d darcy 1 d = 9:86923� 10� 13 m2

f t feet 1 f t = 0:3048m

RB=D Reservoir Barrels / Day 1 RB=D = 1:84� 10� 6
�

m3

s

�

Tabla 5.2: Factores de conversi�on de unidades
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5.4.3. Geometr��a

Dominio

El dominio del modelo computacional es un cuadrado de ladoL (ver Figura 5.1).

Figura 5.1: Dominio del modelo computacional dondeL = 2468:88[m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura 5.2).

Figura 5.2: Mallado del dominio computacional con 2789 grados de libertad y 1364 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadr�aticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura 5.3).

Figura 5.3: Fronteras impermeables del dominio computacional.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 5.4).

Figura 5.4: En el punto central, mediante una formulaci�on d�ebil, seimpone la condici�on de descarga
para representar el pozo que se encuentra extrayendo.
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5.4.4. Resultados

La soluci�on semi-anal��tica para 
ujo radial, desarrollada en el ap�endice C, se utiliza para ve-
ri�car la exactitud de aproximaci�on de la soluci�on num�erica. La comparaci�on entre la presi�on
num�erica y la presi�on anal��tica para r = rw y r = re se muestra en las tablas 5.3 y 5.4, respecti-
vamente.

Para r = re, el error absoluto m�aximo entre la soluci�on num�erica y la soluci�onsemi-anal��tica
es igual a 0:17, mientras que para el caso der = rw el error absoluto m�aximo es igual a 0:15.
Adem�as, en la Figura 5.5 se puede apreciar que el comportamiento de la soluci�on num�erica se
ajusta a la soluci�on semi-anal��tica. Por lo tanto, podemos concluirque el modelo es validado,
puesto que se pueden obtener ajustes bastante aproximados a los resultados obtenidos mediante
la soluci�on semi-anal��tica.

tiempo [d��as] pa [psi] pn [psi] jpa � pn j
0.1 3588.08 3588.23 0.15
0.2 3587.54 3587.69 0.15
0.3 3587.22 3587.33 0.11
0.4 3587.00 3587.14 0.15
0.5 3586.82 3586.95 0.13
0.6 3586.68 3586.79 0.11
0.7 3586.56 3586.68 0.12
0.8 3586.45 3586.57 0.12
0.9 3586.36 3586.46 0.10
1.0 3586.28 3586.37 0.09
1.5 3585.96 3586.02 0.06
2.0 3585.74 3585.78 0.04
2.5 3585.56 3585.59 0.02
3.0 3585.42 3585.43 0.01
4.0 3585.19 3585.19 0.00

Tabla 5.3: Valores de presi�on obtenidos parar = rw, dondepa es la presi�on obtenida anal��ticamente
y pn la presi�on obtenida num�ericamente.
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tiempo [d��as] pa [psi] pn [psi] jpa � pn j
0.1 3595.92 3596.09 0.17
0.2 3595.38 3595.55 0.17
0.3 3595.06 3595.20 0.13
0.4 3594.84 3595.01 0.17
0.5 3594.66 3594.82 0.16
0.6 3594.52 3594.65 0.13
0.7 3594.40 3594.54 0.15
0.8 3594.29 3594.43 0.14
0.9 3594.20 3594.33 0.13
1.0 3594.12 3594.23 0.11
1.5 3593.80 3593.89 0.09
2.0 3593.58 3593.64 0.06
2.5 3593.40 3593.45 0.05
3.0 3593.26 3593.30 0.04
4.0 3593.03 3593.05 0.02

Tabla 5.4: Valores de presi�on obtenidos parar = re, dondepa es la presi�on obtenida anal��ticamente
y pn la presi�on obtenida num�ericamente.

Figura 5.5: Gr�a�co de presi�on contra tiempo para valores de presi�on obtenidos en el radio de pozo
y de exploraci�on mediante la soluci�on anal��tica y num�erica. Se observa que la soluci�on num�erica
se ajusta al comportamiento de la soluci�on anal��tica.
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6.1. Modelo Conceptual

1. Se considera un sistema cerrado bajo condiciones isot�ermicas.

2. Existe una fase 
uida y una inm�ovil .

3. La fase 
uida es un 
uido newtoniano ligeramente compresible que consta de un solo com-
ponente.

4. La fase inm�ovil es una matriz porosa homog�enea ligeramente compresible.

5. La viscosidad de la fase m�ovil es constante.

6. Existe una fractura contenida en el medio poroso.

7. La fractura es considerada como otro medio poroso homog�eneo con propiedades petrof��sicas
diferentes.

8. Tanto el medio poroso como la fractura se encuentran totalmente saturados por la fase 
uida.

9. La permeabilidad del medio poroso y de la fractura es constante.

10. La fase 
uida presenta 
ujo darciano a trav�es del medio poroso y de la fractura.

11. Se considera que no existe 
ujo difusivo en las fronteras del sistema, es decir,� = 0.

6.2. Modelo Matem�atico

El modelo matem�atico de fractura expl��cita para 
ujo monof�asico ligeramente compresible se
obtiene a partir de las ecuaciones generales para 
ujo monof�asicoen medios porosos con discon-
tinuidades.

Ecuaci�on de balance global

d
dt

M f (t) =
Z

B (t)

g(x; t)dx +
Z

@B(t)

� (x; t) � ndx +
Z

�( t )

g� (x; t)dx (6.1)

Ecuaci�on diferencial de balance local

@
@t

(�� ) + r � (�
�
�

k � (r p � �
 r z)) = g + r � � ; 8x 2 B(t) n �( t): (6.2)

Ecuaci�on de salto de balance local

[[� (u � u� ) � � ]] � n� = g� ; 8x 2 �( t): (6.3)
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De acuerdo con el Modelo Conceptual, el dominio 
 est�a conformado por dos subdominios,
uno correspondiente a la matriz (m) y otro a la fractura (f r ), los cuales designaremos como 
m

y 
 f r , en base al esquema de fractura expl��cita en 2D, ver Figura 6.1.

Figura 6.1: Representaci�on esquem�atica del modelo de fracturaexpl��cita en 2D. Donde 
 m es el
subdominio correspondiente a la matriz, �1 y � 2 son las interfaces dentro del dominio,n� 1

y
n� 2

son la normal correspondiente a dichas interfaces, 
f r es el subdominio correspondiente a la
fractura, considerada como otro medio poroso con propiedades petrof��sicas diferentes yd el espesor
de la fractura.

Debido a que existen interfaces en el interior del dominio, entre los subdominios, y no existe

ujo difusivo en las fronteras del sistema,� = 0, la ecuaci�on de balance global se expresa c�omo

d
dt

M f (t) =
Z

B (t)

g(x; t) dx +
Z

�( t )

g� (x; t) dx (6.4)

la ecuaci�on diferencial de balance local c�omo

@
@t

(�� ) + r � (�
�
�

k � (r p � �
 r z)) = g ; 8x 2 B(t) n �( t): (6.5)

Y la ecuaci�on de balance local de salto ser�a:

[[� (u � u� )]] � n� = g� ; 8x 2 �( t) (6.6)

La ecuaci�on que describe el 
ujo de un 
uido ligeramente compresible en un medio poroso se
deriv�o en el cap��tulo 5, ecuaci�on 5.35

��c t
@p
@t

� r � (
�
�

k � (r p � �
 r z)) = g; 8x 2 B(t) n �( t): (6.7)
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Si consideramos que la interfaz est�a inm�ovil (u� � 0), la ecuaci�on de salto 6.6 puede reescribirse
de la siguiente manera:

[[�u ]] � n� = g� (6.8)

desarrollando el salto en la funci�onu

�
�
u+ � u�

�
� n� = g� (6.9)

introduciendo la Ley de Darcy en su forma vectorial, ecuaci�on 3.11,en la expresi�on anterior

�

( �
�

1
�

k � (r p � �
 r z)
� +

�
�
�

1
�

k � (r p � �
 r z)
� �

)

� n� = g� (6.10)

Condici�on inicial

Se establece como condici�on inicial el valor de la presi�on al tiempo inicial.

p(t0) = p0 (6.11)

Condici�on de frontera externa

Se considera condici�on de no 
ujo en las fronteras externas, porlo que se establecen condiciones
de frontera tipo Neumann.

n � u = 0; 8x 2 @
( t) (6.12)

Condici�on de frontera interna

La ecuaci�on 6.10 se establece como una condici�on de frontera interna.

�

( �
�

1
�

k � (r p � �
 r z)
� +

�
�
�

1
�

k � (r p � �
 r z)
� �

)

� n� = g� ; 8x 2 �( t) (6.13)
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6.3. Modelo Computacional

Si el dominio del sistema se encuentra en un espacio de dos dimensiones, la ecuaci�on que
describe el 
ujo de un 
uido ligeramente compresible en un medio poroso, considerando 
ujo
horizontal y dividiendo por la densidad, es la ecuaci�on (5.40)

H�c t
@p
@t

� r � (
H
�

k � r p) = H �q; 8x 2 
( t) n �( t) (6.14)

donde �q = g=�

Para cada subdominio:

H� mct
@p
@t

� r �
�

H
�

k
m

� r p
�

= H �q; 8x 2 
 m (t) n �( t) (6.15)

H� f r ct
@p
@t

� r �
�

H
�

k
f r

� r p
�

= H �q; 8x 2 
 f r (t) n �( t) (6.16)

Debido a que se considera la continuidad del 
ujo en las interfaces internas, la ecuaci�on de
salto se reescribe como:

�

" �
�

1
�

k � r p
� +

�
�

�
1
�

k � r p
� �

#

� n� = 0; 8x 2 �( t) (6.17)

Para la implementaci�on del modelo en COMSOL Multiphysics en el modo EDP con formulaci�on
de coe�cientes para an�alisis dependiente del tiempo, �este se ingresa mediante la sustituci�on de los
coe�cientes de la siguiente manera:

ea
@2u

@t2
+ da

@u

@t
� r � (cr u + � u � 
 ) + � � r u + au = f (6.18)

u � p; da � H � phi � ct; c � H � k=mu; y � = 
 = � = a = ea = f � 0.

donde� = m; f r seg�un el subdominio del que se trate.

El coe�ciente f se iguala a cero debido a que los t�erminos fuente o sumidero se implementan
en un punto mediante una formulaci�on d�ebil.

Para establecer una fuente o sumidero en un punto, se dibuja un punto en el lugar apropiado
y se especi�ca la descarga. Se deber�a establecer la descarga como un gasto volum�etrico, con signo
negativo para denotar un sumidero y positivo para denotar una fuente Kitanidis (2008).



46 CAP�ITULO 6. MODELO DE FRACTURA EXPL �ICITA

Condici�on inicial

Se establece como condici�on inicial el valor de la presi�on al tiempo inicial.

u ( t 0) = p0 (6.19)

Condici�on de frontera externa

En las cuatro fronteras externas se considera condici�on de no-
ujo, por lo que se establecen
condiciones de frontera de tipo Neumann. La ecuaci�on general para condiciones de frontera de
tipo Neumann en COMSOL est�a de�nida de la siguiente manera:

n � (cr u + �u � 
 ) + qu = g (6.20)

por lo que establecemos:u � p; c � H � k=mu; y � = 
 = q = g � 0.

n � u = 0; 8x 2 @
( t) (6.21)

Condici�on de frontera interna

Al considerar a la fractura como un subdominio interno, sus fronteras son fronteras internas
del dominio, en las cuales se establece continuidad del 
ujo de masa.La ecuaci�on general para
condici�on de frontera interna de tipo Neumann en COMSOL est�a de�nida de la siguiente manera:

n � (( cr p + �p � 
 )1 � (cr p + �p � 
 )2) + qp = g (6.22)

por lo que establecemos:u � p; c � H � k=mu; y � = 
 = q = g � 0.

n �
�
u+ � u�

�
= 0 8x 2 �( t) (6.23)

6.4. Casos de Estudio

Los casos de estudio han sido propuestos considerando valores dereferencia de Chenet al.
(2006) y de Hoteit y Firoozabadi (2005).

Se establece un sector de yacimiento de super�cie rectangular con20 [f t ] de longitud en la direc-
ci�on x1 y 10 [f t ] de longitud en la direcci�onx2, una presi�on inicial de 300 [psi], porosidad del veinte
por ciento, permeabilidad absoluta de 10 [md] y compresibilidad de la roca de 0:000004 [1=psi]. El
aceite producido tiene una viscosidad de 1:06 [cp] y una compresibilidad de 0:00001 [1=psi].

Adem�as, se considera un proceso de inyecci�on-producci�on entre dos pozos, un pozo inyectando
a un gasto de 2:687976 [ST B=D] y otro produciendo a una presi�on constante de 300 [psi]. Inmersa
en el medio poroso se encuentra una fractura de 0:01 [f t ] de espesor, con porosidad del veinte por
ciento, permeabilidad absoluta de 10;000 [md] y compresibilidad de 0:000004 [1=psi].
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s��mbolo Descripci�on Valor Unidad
p0 Presi�on inicial 300 psi
� Viscosidad del aceite 1.06 cp
k Permeabilidad absoluta 10 md

k
f r

Permeabilidad absoluta de la fractura 10,000 md

co Compresibilidad del aceite (cf ) 0.00001 1=psi
cR Compresibilidad de la roca 0.000004 1=psi
cf r Compresibilidad de la fractura 0.000004 1=psi
� Porosidad 0.2 fracci�on

� f r Porosidad de la fractura 0.2 fracci�on
qi Gasto de inyecci�on 2.687976 ST B=D
pp Presi�on de producci�on 300 psi
H Espesor 1 m
x1 Longitud del yacimiento enx1 20 f t
x2 Longitud del yacimiento enx2 10 f t
d espesor de la fractura 0.01 f t
l longitud de la fractura 3.3 f t

Tabla 6.1: Datos del caso de estudio

Se presentan cuatro casos de estudio correspondientes a cuatro orientaciones diferentes de la
fractura, � = 0 � , � = 45� , � = � 45� y � = 90� , ver Figura 6.2. Para cada orientaci�on se consideran
dos casos, cuando la fractura act�ua como un canal preferencial al 
ujo y cuando act�ua como una
barrera.

Figura 6.2: Representaci�on esquem�atica del problema. Donde� representa los grados con respecto
a la l��nea vertical discontinua, correspondiente a la orientaci�on de la fractura. La l��nea horizontal
discontinua representa un corte longitudinal para el cual se obtiene el per�l de presi�on y velocidad.
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6.4.1. Fractura con orientaci�on � = 0 �

Dominio

El dominio del modelo computacional es un rect�angulo de basex1 y altura x2. El subdominio
correspondiente a la fractura es un rect�angulo de based y altura l (ver Figura 8.3).

Figura 6.3: Dominio del modelo computacional dondex1 = 6:096 [m], x2 = 3:048 [m], d =
3:048 [mm] y l = 1:00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura 8.4).

Figura 6.4: Izquierda: Mallado del dominio computacional con 16;651 grados de libertad y 8;300
elementos triangulares del tipo Lagrange cuadr�aticos. Derecha: Acercamiento al espesor de la
fractura.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura 8.5).

Figura 6.5: Fronteras del dominio computacional, con su indexaci�oncorrespondiente. Las fronteras
externas 1, 2, 3 y 8 son impermeables. Las fronteras internas 4, 5, 6 y 7 son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 8.6).

Figura 6.6: En el punto inferior izquierdo se impone una condici�on tipoNeumann para estable-
cer inyecci�on (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer producci�on a presi�on constante (sumidero).
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Fractura abierta al 
ujo
�

k
fr

o k
m

�

Figura 6.7: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presi�on y la velocidad son continuas a trav�es de la fractura.

Figura 6.8: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento prefe-
rencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de �esta.
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Barrera al 
ujo
�
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Figura 6.9: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presi�on y la velocidad a trav�es de la fractura.

Figura 6.10: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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6.4.2. Fractura con orientaci�on � = 45�

Dominio

El dominio del modelo computacional es un rect�angulo de basex1 y altura x2. El subdominio
correspondiente a la fractura es un rect�angulo de based y altura l (ver Figura 8.11).

Figura 6.11: Dominio del modelo computacional dondex1 = 6:096 [m], x2 = 3:048 [m], d =
3:048 [mm] y l = 1:00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura 8.12).

Figura 6.12: Izquierda: Mallado del dominio computacional con 16;145 grados de libertad y 8;048
elementos triangulares del tipo Lagrange cuadr�aticos. Derecha: Acercamiento al espesor de la
fractura.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura 8.13).

Figura 6.13: Fronteras del dominio computacional, con su indexaci�on correspondiente. Las fronte-
ras externas 1, 2, 3 y 8 son impermeables. Las fronteras internas4, 5, 6 y 7 son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 8.14).

Figura 6.14: En el punto inferior izquierdo se impone una condici�on tipo Neumann para estable-
cer inyecci�on (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer producci�on a presi�on constante (sumidero).
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Fractura abierta al 
ujo
�

k
fr

o k
m

�

Figura 6.15: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presi�on y la velocidad son continuas a trav�es de la fractura.

Figura 6.16: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de �esta.
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Barrera al 
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Figura 6.17: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presi�on y la velocidad a trav�es de la fractura.

Figura 6.18: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de 
ujo. Se observa un comportamiento que tiende
a evadir la fractura.
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6.4.3. Fractura con orientaci�on � = � 45�

Dominio

El dominio del modelo computacional es un rect�angulo de basex1 y altura x2. El subdominio
correspondiente a la fractura es un rect�angulo de based y altura l (ver Figura 8.19).

Figura 6.19: Dominio del modelo computacional dondex1 = 6:096 [m], x2 = 3:048 [m], d =
3:048 [mm] y l = 1:00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura 8.20).

Figura 6.20: Izquierda: Mallado del dominio computacional con 16;369 grados de libertad y 8;160
elementos triangulares del tipo Lagrange cuadr�aticos. Derecha: Acercamiento al espesor de la
fractura.



6.4. CASOS DE ESTUDIO 57

Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura 8.21).

Figura 6.21: Fronteras del dominio computacional, con su indexaci�on correspondiente. Las fronte-
ras externas 1, 2, 3 y 8 son impermeables. Las fronteras internas4, 5, 6 y 7 son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 8.22).

Figura 6.22: En el punto inferior izquierdo se impone una condici�on tipo Neumann para estable-
cer inyecci�on (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer producci�on a presi�on constante (sumidero).
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Figura 6.23: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presi�on y la velocidad son continuas a trav�es de la fractura.

Figura 6.24: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de �esta.



6.4. CASOS DE ESTUDIO 59

Barrera al 
ujo
�

k
fr

n k
m

�

Figura 6.25: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presi�on y la velocidad a trav�es de la fractura.

Figura 6.26: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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6.4.4. Fractura con orientaci�on � = 90�

Dominio

El dominio del modelo computacional es un rect�angulo de basex1 y altura x2. El subdominio
correspondiente a la fractura es un rect�angulo de based y altura l (ver Figura 8.27).

Figura 6.27: Dominio del modelo computacional dondex1 = 6:096 [m], x2 = 3:048 [m], d =
3:048 [mm] y l = 1:00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura 8.28).

Figura 6.28: Izquierda: Mallado del dominio computacional con 16;143 grados de libertad y 8;048
elementos triangulares del tipo Lagrange cuadr�aticos. Derecha: Acercamiento al espesor de la
fractura.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura 8.29).

Figura 6.29: Fronteras del dominio computacional, con su indexaci�on correspondiente. Las fronte-
ras externas 1, 2, 3 y 8 son impermeables. Las fronteras internas4, 5, 6 y 7 son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 8.30).

Figura 6.30: En el punto inferior izquierdo se impone una condici�on tipo Neumann para estable-
cer inyecci�on (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer producci�on a presi�on constante (sumidero).
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Figura 6.31: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presi�on y la velocidad son continuas a trav�es de la fractura.

Figura 6.32: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de �esta.
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Figura 6.33: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presi�on y la velocidad a trav�es de la fractura.

Figura 6.34: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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7.1. Modelo Conceptual

1. Se considera un sistema cerrado bajo condiciones isot�ermicas.

2. Existe una fase 
uida y una inm�ovil .

3. La fase 
uida es un 
uido newtoniano ligeramente compresible que consta de un solo com-
ponente.

4. La fase inm�ovil es una matriz porosa homog�enea ligeramente compresible.

5. La viscosidad de la fase 
uida es constante.

6. Existe una fractura contenida en el medio poroso.

7. La fractura es considerada como una interfaz (discontinuidad), la cual representa a otro
medio poroso homog�eneo con propiedades petrof��sicas diferentes.

8. Tanto el medio poroso como la fractura se encuentran totalmente saturados por la fase 
uida.

9. La permeabilidad del medio poroso y de la fractura es constante.

10. La fase 
uida presenta 
ujo darciano a trav�es del medio poroso y de la fractura.

11. Se considera que no existe 
ujo difusivo en las fronteras del sistema, es decir,� = 0.

7.2. Modelo Matem�atico

El modelo matem�atico de fractura discreta mediante descomposici�on de dominio se deriva a
partir del modelo de fractura expl��cita, como ha sido presentadopor Martin et al. (2005), ver
Figura 7.1.

Ecuaci�on de balance global

d
dt

M f (t) =
Z

B (t)

g(x; t) dx +
Z

�( t )

g� (x; t) dx (7.1)

Se considera que existen interfaces en el interior del dominio, y no existe 
ujo difusivo en las
fronteras del sistema,� = 0.

Ecuaci�on diferencial de balance local

��c t
@p
@t

� r � (
�
�

k � (r p � �
 r z)) = g; 8x 2 B(t) n �( t): (7.2)

Ecuaci�on que describe el 
ujo de un 
uido ligeramente compresible en un medio poroso, deri-
vada en el cap��tulo 5, ecuaci�on 5.35.
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Ecuaci�on de salto de balance local

�

( �
�

1
�

k � (r p � �
 r z)
� +

�
�
�

1
�

k � (r p � �
 r z)
� �

)

� n� = g� (7.3)

Ecuaci�on de salto para el 
ujo de un 
uido ligeramente compresible en un medio poroso con
discontinuidades derivada en el cap��tulo 6, ecuaci�on 6.10.

Figura 7.1: Izquierda: Representaci�on esquem�atica del modelo de fractura expl��cita, presentado
en el cap��tulo 6. Derecha: Representaci�on esquem�atica del modelo de fractura discreta mediante
descomposici�on de dominio.

Ecuaciones de balance local para los subdominios correspon dientes a un medio poroso

Si se considera 
ujo horizontal y se divide por la densidad, las ecuaciones de balance local 7.2
y 7.3 se pueden reescribir como

� i ci
t
@pi

@t
+ r � ui = gi =� � �qi ; 8x 2 
 i

m n � i (t) i = 1; 2 (7.4)

�
u1 � u2

�
� n� i

= g� i =� � �q� i ; 8x 2 � i (t) i = 1; 2 (7.5)

donde

ui = �
1
�

k i
m

� r pi ; 8x 2 
 i
m i = 1; 2 (7.6)

ci
t = cf + ci

R (7.7)
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Ecuaciones de balance local para el subdominio correspondi ente a la fractura

De manera an�aloga, la ecuaci�on diferencial de balance local para lafractura es

� f r ct f r
@pf r
@t

+ r � uf r = gf r =� � �qf r ; 8x 2 
 f r (7.8)

donde

uf r = �
1
�

k
f r

� r pf r ; 8x 2 
 f r (7.9)

ct f r = cf + cf r (7.10)

La ecuaci�on 8.8 puede reescribirse como

� f r ct f r
@pf r
@t

+ r n � uf r + r � � uf r = qf r ; 8x 2 
 f r (7.11)

donder n y r � son los operadores de la divergencia normal y tangencial.

Integrando la ecuaci�on 8.11 en la direcci�on normal a la fractura, obtenemos

d=2Z

� d=2

� f r ct f r
@pf r
@t

dn +

d=2Z

� d=2

r n � uf r � ndn +

d=2Z

� d=2

r � � uf r dn =

d=2Z

� d=2

qf r dn (7.12)

d=2Z

� d=2

� f r ct f r
@pf r
@t

dn = � f r ct f r
@
@t

d=2Z

� d=2

pf r dn = d� f r ct f r
@Pf r
@t

(7.13)

dondePf r = 1
d

d=2R

� d=2

pf r dn

d=2Z

� d=2

r n � uf r � ndn = uf r � njd=2
� d=2 = uf r � njd=2 � uf r � nj � d=2 = uf r � nj � 2 � uf r � nj � 1 (7.14)
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d=2Z

� d=2

r � � uf r dn = r � �

d=2Z

� d=2

uf r dn = r � � Uf r (7.15)

dondeUf r =
d=2R

� d=2

uf r �
dn

Considerando que

Qf r =

d=2Z

� d=2

qf r dn (7.16)

Entonces podemos reescribir la ecuaci�on 8.12 como

d� f r ct f r
@Pf r
@t

+
�
uf r � n

�
j � 2 �

�
uf r � n

�
j � 1 + r � � Uf r = Qf r ; 8x 2 � f r (7.17)

Al considerar la continuidad del 
ujo a trav�es de las interfaces �1 y � 2 podemos reescribir la
ecuaci�on 8.17 como

d� f r ct f r
@Pf r
@t

+
�
u2 � n

�
�

�
u1 � n

�
+ r � � Uf r = Qf r ; 8x 2 � f r (7.18)

donde (u2 � n) � (u1 � n) es el termino que representa el 
ujo de los subdominios hacia el interior
de la fractura.

Reorganizando la ecuaci�on 8.18

d� f r ct f r
@Pf r
@t

+ r � � Uf r = Qf r +
�
u1 � u2

�
� n; 8x 2 � f r (7.19)

Sin embargo, podemos descomponer la velocidad en la fracturauf r en t�erminos de sus compo-
nentes normal y tangencial

uf r = uf r n
+ uf r �

(7.20)
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donde

uf r n
= �

1
�

k
f r n

� r npf r (7.21)

uf r �
= �

1
�

k
f r �

� r � pf r (7.22)

Al integral la velocidad tangencial 8.22 en la direcci�on normal a la fractura, obtenemos

d=2Z

� d=2

uf r �
dn =

d=2Z

� d=2

�
1
�

k
f r �

� r � pf r dn (7.23)

d=2Z

� d=2

�
1
�

k
f r �

� r � pf r dn = �
1
�

k
f r �

� r �

d=2Z

� d=2

pf r dn = �
d
�

k
f r �

� r � Pf r (7.24)

dondePf r = 1
d

d=2R

� d=2

pf r dn

Por lo tanto

d=2Z

� d=2

uf r �
dn = �

d
�

k
f r �

� r � Pf r (7.25)

Uf r = �
d
�

k
f r �

� r � Pf r ; 8x 2 � f r (7.26)

Esto es la ley de Darcy en la fractura.

Sustituyendo Uf r en la ecuaci�on 8.19

d� f r cf r t

@Pf r
@t

� r � �
�

d
�

k
f r �

� r � Pf r

�
= Qf r +

�
u1 � u2

�
� n; 8x 2 � f r (7.27)
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La ecuaci�on 8.21 debe ser utilizada para dar condiciones de frontera a lo largo de � f r para
los sistemas en 
1m y 
 2

m , los cuales toman en cuenta una diferencia de presi�on de un lado de la
fractura al otro.

Integrando la velocidad normal 8.21 en la direcci�on normal a la fractura, obtenemos

d=2Z

� d=2

uf r n
� ndn =

d=2Z

� d=2

�
1
�

k
f r n

� r npf r � ndn = �
1
�

k
f r n

�

d=2Z

� d=2

r npf r � ndn

= �
1
�

k
f r n

(pf r ) jd=2
� d=2 = �

1
�

k
f r n

�
pf r jd=2 � pf r j � d=2

�

= �
1
�

k
f r n

(pf r j � 2 � pf r j � 1 ) (7.28)

Por lo tanto

d=2Z

� d=2

uf r n
� ndn = �

1
�

k
f r n

(pf r j � 2 � pf r j � 1 ) (7.29)

La integral
d=2R

� d=2

uf r n
� ndn puede ser aproximada mediante la regla del trapezoide.

bZ

a

f (x)dx �
1
2

(b� a) [f (a) + f (b)] (7.30)

d=2Z

� d=2

uf r n
� ndn �

1
2

(d)
��

uf r � n
�

j � 2 +
�
uf r � n

�
j � 1

�
(7.31)

Considerando continuidad del 
ujo a trav�es de las interfaces �1 y � 2

d
2

��
uf r � n

�
j � 2 +

�
uf r � n

�
j � 1

�
=

d
2

��
u2 � n

�
j � 2 +

�
u1 � n

�
j � 1

�
(7.32)
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y continuidad de la presi�on a trav�es de las interfaces �1 y � 2

�
1
�

k
f r n

(pf r j � 2 � pf r j � 1 ) = �
1
�

k
f r n

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
(7.33)

se obtiene la siguiente igualdad

d
2

��
u2 � n

�
j � 2 +

�
u1 � n

�
j � 1

�
= �

1
�

k
f r n

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
(7.34)

Reorganizando la ecuaci�on 8.34

��
u2 � n

�
j � 2 +

�
u1 � n

�
j � 1

�
= �

2
�d

k
f r n

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
(7.35)

Recordando quen = n� 1
= � n� 2

��
u1 � n� 1

�
j � 1 �

�
u2 � n� 2

�
j � 2

�
= �

2
�d

k
f r n

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
(7.36)

��
u1 � n� 1

�
j � 1 �

�
u2 � n� 2

�
j � 2

�
= � � f r

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
(7.37)

donde� f r =
2k

f r n
�d

Reorganizando la ecuaci�on 8.36

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
=

1
� f r

��
u2 � n� 2

�
j � 2 �

�
u1 � n� 1

�
j � 1

�
; 8x 2 � f r (7.38)

Derivaci�on de las condiciones de frontera en las interface s

Para obtener condiciones de frontera en �f r para los problemas en 
2m y 
 1
m se requiere una

ecuaci�on adicional. Como la ecuaci�on 7.38 expresa la diferencia entre las presiones a trav�es de �f r ,
una elecci�on natural es obtener una ecuaci�on que exprese la suma de presiones en �f r .

Si suponemos que la presi�on promedio a trav�es de la fracturaPf r es tambi�en el promedio de
las presiones en las interfaces �1 y � 2, podemos establecer que

p2j � 2 + p1j � 1 = 2Pf r (7.39)
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Por lo tanto, sumando y sustrayendo las ecuaciones 7.39 y 7.38 podemos calcularp2j � 2 y p1j � 1 .

Sumando

2p2j � 2 = 2Pf r +
1

� f r

��
u2 � n� 2

�
j � 2 �

�
u1 � n� 1

�
j � 1

�
(7.40)

2p2j � 2 � 2Pf r =
1

� f r

��
u2 � n� 2

�
j � 2 �

�
u1 � n� 1

�
j � 1

�
(7.41)

� f r p2j � 2 � � f r Pf r =
1
2

�
u2 � n� 2

�
j � 2 �

1
2

�
u1 � n� 1

�
j � 1 (7.42)

�
1
2

�
u2 � n� 2

�
j � 2 + � f r p2j � 2 = �

1
2

�
u1 � n� 1

�
j � 1 + � f r Pf r (7.43)

Sustrayendo

2p1j � 1 = 2Pf r �
1

� f r

��
u2 � n� 2

�
j � 2 �

�
u1 � n� 1

�
j � 1

�
(7.44)

2p1j � 1 � 2Pf r = �
1

� f r

��
u2 � n� 2

�
j � 2 �

�
u1 � n� 1

�
j � 1

�
(7.45)

� f r Pf r � � f r p1j � 1 =
1
2

�
u2 � n� 2

�
j � 2 �

1
2

�
u1 � n� 1

�
j � 1 (7.46)

�
1
2

�
u1 � n� 1

�
j � 1 + � f r p1j � 1 = �

1
2

�
u2 � n� 2

�
j � 2 + � f r Pf r (7.47)

Condici�on inicial

p(t0) = p0 (7.48)

Condici�on de frontera externa

En las cuatro fronteras externas se considera que no existe 
ujo, por lo que se establecen
condiciones de frontera tipo Neumann.

n � u = 0; 8x 2 @
( t) (7.49)



74 CAP�ITULO 7. DESCOMPOSICI �ON DE DOMINIO

Condiciones de frontera interna

En la frontera interna que corresponde a la discontinuidad, se establecen condiciones tipo
Robin, una por cada lado de la frontera.

�
1
2

�
u2 � n� 2

�
j � 2 + � f r p2j � 2 = �

1
2

�
u1 � n� 1

�
j � 1 + � f r Pf r (7.50)

�
1
2

�
u1 � n� 1

�
j � 1 + � f r p1j � 1 = �

1
2

�
u2 � n� 2

�
j � 2 + � f r Pf r (7.51)

7.3. Modelo Computacional

Si el dominio del sistema se encuentra en un espacio de dos dimensiones, la ecuaci�on que
describe el 
ujo de un 
uido ligeramente compresible en un medio poroso, considerando 
ujo
horizontal y dividiendo por la densidad, es la ecuaci�on (5.40)

H�c t
@p
@t

� r � (
H
�

k � r p) = H �q; 8x 2 
( t) n �( t) (7.52)

donde �q = g=�

Para cada subdominio:

H� i ci
t
@pi

@t
� r �

�
H
�

ki
m

� r pi

�
= Hqi ; 8x 2 
 i

m n � i (t) i = 1; 2 (7.53)

Para la implementaci�on de las ecuaciones de balance local que gobiernan el 
ujo en los subdo-
minios correspondientes a medios porosos, se utiliza el modo EDP conformulaci�on de coe�cientes
para an�alisis dependiente del tiempo de COMSOL Multiphysics. La ecuaci�on general de formula-
ci�on de coe�cientes est�a de�nida de la siguiente manera

ea
@2u

@t2
+ da

@u

@t
+ r � ( � cr u � � u + 
 ) + � � r u + au = f (7.54)

por lo tanto, para el subdominio 1 establecemos

u � p1; da � H � phi1� ct1; c � H � k1=mu; y � = 
 = � = a = ea = f � 0.

donde ct1 = cf + cR1

H� 1c1
t
@p1

@t
+ r �

�
�

H
�

k1
m

� r p1

�
= 0; 8x 2 
 1

m (7.55)

y para el subdominio 2, establecemos
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u � p2; da � H � phi2� ct2; c � H � k2=mu; y � = 
 = � = a = ea = f � 0.

donde ct2 = cf + cR2

H� 2c2
t
@p2

@t
+ r �

�
�

H
�

k2
m

� r p2

�
= 0; 8x 2 
 2

m (7.56)

El coe�ciente f se iguala a 0 en ambos subdominios debido a que los t�erminos fuente o sumi-
dero se implementan en un punto mediante una formulaci�on d�ebil.

Para establecer una fuente o sumidero en un punto, se dibuja un punto en el lugar apropiado
y se especi�ca la descarga. Se deber�a establecer la descarga como un gasto volum�etrico, con signo
negativo para denotar un sumidero y positivo para denotar una fuente Kitanidis (2008).

La ecuaci�on de balance local correspondiente a la fractura necesita ser de�nida en un modo de
formulaci�on d�ebil, en una dimensi�on menor a las ecuaciones de los subdominios y ser acoplada a
ellas a trav�es de una condici�on de frontera.

Si consideramos que no existe ning�un termino fuenteQf r , la ecuaci�on 8.27 puede escribirse
como

d� f r cf r t

@Pf r
@t

+
�
u2 � u1

�
� n � r � �

�
d
�

k
f r �

� r � Pf r

�
= 0; 8x 2 
 f r (7.57)

Esta ecuaci�on en el modo de aplicaci�on de formulaci�on d�ebil de contorno de COMSOL Mul-
tiphysics, est�a expresada por

T�ermino d�ebil
weak = wfr

de�nido como

wfr=(-(phifr*ctfr*d*Pft)+(u1+u2))*test(Pf)+((kfr/mu )*d*(-test(PfTx)*PfTx-test(PfTy)*PfTy))

dondePf es la variable dependiente,test() son las funciones de peso,Tx y Ty son las derivadas
tangenciales con respecto ax y y, respectivamente, yt indica la derivada con respecto al tiempo,
de acuerdo a la sintaxis de COMSOL Multiphysics.

u1=uu x+uu y y u2=du x+du y

uu x=((-k/mu)*p1x)*unx , uu y=((-k/mu)*p1y)*uny , du x=((-k/mu)*p2x)*dnx y
du y=((-k/mu)*p2y)*dny
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donde p1x y p2x son las derivadas dep1 y p2 con respecto ax, de acuerdo a la sintaxis de
COMSOL Multiphysics.

Condici�on inicial

u ( t 0) = p0 (7.58)

Condici�on de frontera externa

En las fronteras externas se considera que no existe 
ujo, por lo que se establecen condiciones
de frontera de tipo Neumann. La ecuaci�on general para condici�on de frontera de tipo Neumann
en COMSOL est�a de�nida de la siguiente manera:

n � (cr u + �u � 
 ) + qu = g (7.59)

por lo que, para las fronteras del subdominio 1 establecemos:
u � p1; c � H � k1=mu; y � = 
 = q = g � 0.

de manera an�aloga, para las fronteras del subdominio 2:
u � p2; c � H � k2=mu; y � = 
 = q = g � 0.

n � u = 0; 8x 2 @
 i
m i = 1; 2 (7.60)

Condici�on de frontera interna

La ecuaci�on de balance local correspondiente a la fractura en unadimensi�on menor es acoplada
a las ecuaciones de los subdominios a trav�es de dos condiciones de frontera, una por cada lado de
la fractura. Para establecer las condiciones de frontera sobre la frontera interna que representa a la
fractura, se utiliza la ecuaci�on general para condici�on de frontera de tipo Neumann, en COMSOL
est�a de�nida de la siguiente manera:

n � (cr p + �p � 
 ) + qp = g (7.61)

por lo tanto en el subdominio 1 establecemos

q = � 2 � alphaf y g = ( u2 nx) + ( � 2 � alphaf � Pf)

considerando quen x = 1 en el subdominio 1, donden x es la componentex del vector unitario
normal n , es decir,n = (1 ; 0)
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y en el subdominio 2 establecemos

q = 2 � alphaf y g = ( � u1 nx) + ( 2 � alphaf � Pf)

considerando quen x = � 1 en el subdominio 2, donden x es la componentex del vector uni-
tario normal n , es decir,n = ( � 1; 0)

donde

alphaf = ( 2 � kfr)=(mu� d) , u1 nx = ( � k=mu) � p1x y u2 nx = ( � k=mu) � p2x

donde p1x y p2x son las derivadas dep1 y p2 con respecto ax, de acuerdo a la sintaxis de
COMSOL Multiphysics.

�
1
2

�
u2 � n� 2

�
j � 2 + � f r p2j � 2 = �

1
2

�
u1 � n� 1

�
j � 1 + � f r Pf r ; 8x 2 @
 2 (7.62)

�
1
2

�
u1 � n� 1

�
j � 1 + � f r p1j � 1 = �

1
2

�
u2 � n� 2

�
j � 2 + � f r Pf r ; 8x 2 @
 1 (7.63)

Para establecer las condiciones de continuidad sobre las fronterasinternas que no representan
a la fractura, se utiliza la ecuaci�on general para condici�on de frontera de tipo Neumann, una por
cada lado de la fractura, de�nida de la siguiente manera:

n � (cr p + �p � 
 ) + qp = g (7.64)

por lo que en el subdominio 1 establecemos

q = 0 y g = � u2 nx

considerando quen x = 1 en el subdominio 1, donden x es la componentex del vector unitario
normal n , es decir,n = (1 ; 0)

y en el subdominio 2 establecemos

q = 0 y g = u1 nx

considerando quen x = � 1 en el subdominio 2, donden x es la componentex del vector uni-
tario normal n , es decir,n = ( � 1; 0)
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donde

u1 nx = ( � k=mu) � p1x y u2 nx = ( � k=mu) � p2x

p1xy p2xson las derivadas dep1 y p2 con respecto ax, de acuerdo a la sintaxis de COMSOL
Multiphysics.

n � u1 = n � u2; 8x 2 @
 i (7.65)

7.4. Casos de Estudio

En el modelo de fractura discreta mediante descomposici�on de dominio para 
ujo monofsico
ligeramente compresible se consideran los mismos casos de estudio que han sido propuestos en el
cap��tulo 6 para el modelo de fractura expl��cita.

Se presentan cuatro casos de estudio correspondientes a cuatro orientaciones diferentes de la
fractura, � = 0 � , � = 45� , � = � 45� y � = 90� , ver Figura 7.2. Para cada orientaci�on se consideran
dos casos, cuando la fractura act�ua como un canal preferencial al 
ujo y cuando act�ua como una
barrera.

Figura 7.2: Representaci�on esquem�atica del caso de estudio. Donde � representa los grados con
respecto a la l��nea vertical discontinua, correspondiente a la orientaci�on de la fractura. La l��nea
horizontal discontinua representa un corte longitudinal para el cual se obtiene el per�l de presi�on
y velocidad.
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7.4.1. Fractura con orientaci�on � = 0 �

Dominio

El dominio del modelo computacional es un rect�angulo de basex1 y altura x2. El subdominio
correspondiente a la fractura es una l��nea de longitudl (ver Figura 7.3).

Figura 7.3: Dominio del modelo computacional dondex1 = 6:096 [m], x2 = 3:048 [m] y l =
1:00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura 7.4).

Figura 7.4: Mallado del dominio computacional con 767 grados de libertad y 346 elementos trian-
gulares del tipo Lagrange cuadr�aticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura 7.5).

Figura 7.5: Fronteras del dominio computacional, con su indexaci�oncorrespondiente. Las fronteras
externas 1, 2, 3, 5 y 8 son impermeables. Las fronteras internas 4, 6 y 7 son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 7.6).

Figura 7.6: En el punto inferior izquierdo se impone una condici�on tipoNeumann para estable-
cer inyecci�on (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer producci�on a presi�on constante (sumidero).



7.4. CASOS DE ESTUDIO 81

Fractura abierta al 
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Figura 7.7: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presi�on y la velocidad son continuas a trav�es de la fractura.

Figura 7.8: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento prefe-
rencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de �esta.
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Barrera al 
ujo
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Figura 7.9: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presi�on y la velocidad a trav�es de la fractura.

Figura 7.10: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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7.4.2. Fractura con orientaci�on � = 45�

Dominio

El dominio del modelo computacional es un rect�angulo de basex1 y altura x2. El subdominio
correspondiente a la fractura es una l��nea de longitudl (ver Figura 7.11).

Figura 7.11: Dominio del modelo computacional dondex1 = 6:096 [m], x2 = 3:048 [m] y l =
1:00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura 7.12).

Figura 7.12: Mallado del dominio computacional con 779 grados de libertad y 342 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadr�aticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura 7.13).

Figura 7.13: Fronteras del dominio computacional. Las fronteras externas son impermeables. Las
fronteras internas son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 7.14).

Figura 7.14: En el punto inferior izquierdo se impone una condici�on tipo Neumann para estable-
cer inyecci�on (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer producci�on a presi�on constante (sumidero).
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Figura 7.15: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presi�on y la velocidad son continuas a trav�es de la fractura.

Figura 7.16: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de �esta.
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Barrera al 
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Figura 7.17: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presi�on y la velocidad a trav�es de la fractura.

Figura 7.18: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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7.4.3. Fractura con orientaci�on � = � 45�

Dominio

El dominio del modelo computacional es un rect�angulo de basex1 y altura x2. El subdominio
correspondiente a la fractura es una l��nea de longitudl (ver Figura 7.19).

Figura 7.19: Dominio del modelo computacional dondex1 = 6:096 [m], x2 = 3:048 [m] y l =
1:00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura 7.20).

Figura 7.20: Mallado del dominio computacional con 771 grados de libertad y 338 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadr�aticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura 7.21).

Figura 7.21: Fronteras del dominio computacional Las fronteras externas son impermeables. Las
fronteras internas son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 7.22).

Figura 7.22: En el punto inferior izquierdo se impone una condici�on tipo Neumann para estable-
cer inyecci�on (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer producci�on a presi�on constante (sumidero).



7.4. CASOS DE ESTUDIO 89

Fractura abierta al 
ujo
�

k
fr

o k
m

�

Figura 7.23: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presi�on y la velocidad son continuas a trav�es de la fractura.

Figura 7.24: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de �esta.
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Barrera al 
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Figura 7.25: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presi�on y la velocidad a trav�es de la fractura.

Figura 7.26: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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7.4.4. Fractura con orientaci�on � = 90�

Dominio

El dominio del modelo computacional es un rect�angulo de basex1 y altura x2. El subdominio
correspondiente a la fractura es una l��nea de longitudl (ver Figura 7.27).

Figura 7.27: Dominio del modelo computacional dondex1 = 6:096 [m], x2 = 3:048 [m] y l =
1:00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura 7.28).

Figura 7.28: Mallado del dominio computacional con 781 grados de libertad y 332 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadr�aticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura 7.29).

Figura 7.29: Fronteras del dominio computacional. Las fronteras externas son impermeables. Las
fronteras internas son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 7.30).

Figura 7.30: En el punto inferior izquierdo se impone una condici�on tipo Neumann para estable-
cer inyecci�on (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer producci�on a presi�on constante (sumidero).
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Figura 7.31: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presi�on y la velocidad son continuas a trav�es de la fractura.

Figura 7.32: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de �esta.
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Barrera al 
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Figura 7.33: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presi�on y la velocidad a trav�es de la fractura.

Figura 7.34: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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8.1. Modelo Conceptual

1. Se considera un sistema cerrado bajo condiciones isot�ermicas.

2. Existe una fase 
uida y una inm�ovil .

3. La fase 
uida es un 
uido newtoniano ligeramente compresible que consta de un solo com-
ponente.

4. La fase inm�ovil es una matriz porosa homog�enea ligeramente compresible.

5. La viscosidad de la fase 
uida es constante.

6. Existe una fractura contenida en el medio poroso.

7. La fractura es considerada como una interfaz (discontinuidad), la cual representa a otro
medio poroso homog�eneo con propiedades petrof��sicas diferentes.

8. Tanto el medio poroso como la fractura se encuentran totalmente saturados por la fase 
uida.

9. La permeabilidad del medio poroso y de la fractura es constante.

10. La fase 
uida presenta 
ujo darciano a trav�es del medio poroso y de la fractura.

11. Se considera que no existe 
ujo difusivo en las fronteras del sistema, es decir,� = 0.

8.2. Modelo Matem�atico

El modelo matem�atico de fractura discreta desconectada es unamodi�caci�on al modelo de
fractura discreta mediante descomposici�on de dominio presentado por Martin et al. (2005), ver
Figura 8.1.

Ecuaci�on de balance global

d
dt

M f (t) =
Z

B (t)

g(x; t) dx +
Z

�( t )

g� (x; t) dx (8.1)

Se considera que existen interfaces en el interior del dominio, y no existe 
ujo difusivo en las
fronteras del sistema,� = 0.

Ecuaci�on diferencial de balance local

��c t
@p
@t

� r � (
�
�

k � (r p � �
 r z)) = g; 8x 2 B(t) n �( t): (8.2)

Ecuaci�on que describe el 
ujo de un 
uido ligeramente compresible en un medio poroso, deri-
vada en el cap��tulo 5, ecuaci�on 5.35.
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Ecuaci�on de salto de balance local

�

( �
�

1
�

k � (r p � �
 r z)
� +

�
�
�

1
�

k � (r p � �
 r z)
� �

)

� n� = g� (8.3)

Ecuaci�on de salto para el 
ujo de un 
uido ligeramente compresible en un medio poroso con
discontinuidades derivada en el cap��tulo 6, ecuaci�on 6.10.

Figura 8.1: Izquierda: Representaci�on esquem�atica del modelo de fractura discreta mediante des-
composici�on de dominio , presentado en el cap��tulo 7. Derecha: Representaci�on esquem�atica del
modelo de fractura discreta desconectada.

Ecuaciones de balance local para los subdominios correspon dientes a un medio poroso

Si se considera 
ujo horizontal y se divide por la densidad, las ecuaciones de balance local 7.2
y 7.3 se pueden reescribir como

� i ci
t
@pi

@t
+ r � ui = gi =� � qi ; 8x 2 
 i

m n � f r (t) i = 1; 2 (8.4)

�
u1 � u2

�
� n� f r

= g� f r =� � q� f r ; 8x 2 � f r (t) (8.5)

donde

ui = �
1
�

k i
m

� r pi ; 8x 2 
 i
m i = 1; 2 (8.6)

ci
t = cf + ci

R (8.7)
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Ecuaciones de balance local para el subdominio correspondi ente a la fractura

De manera an�aloga, la ecuaci�on diferencial de balance local para lafractura es

� f r ct f r
@pf r
@t

+ r � uf r = gf r =� � qf r ; 8x 2 
 f r (8.8)

donde

uf r = �
1
�

k
f r

� r pf r ; 8x 2 
 f r (8.9)

ct f r = cf + cf r (8.10)

La ecuaci�on 8.8 puede reescribirse como

� f r ct f r
@pf r
@t

+ r n � uf r + r � � uf r = qf r ; 8x 2 
 f r (8.11)

donder n y r � son los operadores de la divergencia normal y tangencial.

Integrando la ecuaci�on 8.11 en la direcci�on normal a la fractura, obtenemos

d=2Z

� d=2

� f r ct f r
@pf r
@t

dn +

d=2Z

� d=2

r n � uf r � ndn +

d=2Z

� d=2

r � � uf r dn =

d=2Z

� d=2

qf r dn (8.12)

d=2Z

� d=2

� f r ct f r
@pf r
@t

dn = � f r ct f r
@
@t

d=2Z

� d=2

pf r dn = d� f r ct f r
@Pf r
@t

(8.13)

dondePf r = 1
d

d=2R

� d=2

pf r dn

d=2Z

� d=2

r n � uf r � ndn = uf r � njd=2
� d=2 = uf r � njd=2 � uf r � nj � d=2 = uf r � nj � 2 � uf r � nj � 1 (8.14)
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d=2Z

� d=2

r � � uf r dn = r � �

d=2Z

� d=2

uf r dn = r � � Uf r (8.15)

dondeUf r =
d=2R

� d=2

uf r dn

Considerando que

Qf r =

d=2Z

� d=2

qf r dn (8.16)

Entonces podemos reescribir la ecuaci�on 8.12 como

d� f r ct f r
@Pf r
@t

+
�
uf r � n

�
j � 2 �

�
uf r � n

�
j � 1 + r � � Uf r = Qf r ; 8x 2 
 f r (8.17)

Al considerar la continuidad del 
ujo a trav�es de las interfaces �1 y � 2 podemos reescribir la
ecuaci�on 8.17 como

d� f r ct f r
@Pf r
@t

+
�
u2 � n

�
�

�
u1 � n

�
+ r � � Uf r = Qf r ; 8x 2 
 f r (8.18)

donde (u2 � n) � (u1 � n) es el termino que representa el 
ujo de los subdominios hacia el interior
de la fractura.

Reorganizando la ecuaci�on 8.18

d� f r ct f r
@Pf r
@t

+ r � � Uf r = Qf r +
�
u1 � u2

�
� n; 8x 2 
 f r (8.19)

Sin embargo, podemos descomponer la velocidad en la fracturauf r en t�erminos de sus compo-
nentes normal y tangencial

uf r = uf r n
+ uf r �

(8.20)
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donde

uf r n
= �

1
�

k
f r n

� r npf r (8.21)

uf r �
= �

1
�

k
f r �

� r � pf r (8.22)

Al integral la velocidad tangencial 8.22 en la direcci�on normal a la fractura, obtenemos

d=2Z

� d=2

uf r �
dn =

d=2Z

� d=2

�
1
�

k
f r �

� r � pf r dn (8.23)

d=2Z

� d=2

�
1
�

k
f r �

� r � pf r dn = �
1
�

k
f r �

� r �

d=2Z

� d=2

pf r dn = �
d
�

k
f r �

� r � Pf r (8.24)

dondePf r = 1
d

d=2R

� d=2

pf r dn

Por lo tanto

d=2Z

� d=2

uf r �
dn = �

d
�

k
f r �

� r � Pf r (8.25)

Uf r = �
d
�

k
f r �

� r � Pf r ; 8x 2 � f r (8.26)

Esto es la ley de Darcy en la fractura.

Sustituyendo Uf r en la ecuaci�on 8.19

d� f r cf r t

@Pf r
@t

� r � �
�

d
�

k
f r �

� r � Pf r

�
= Qf r +

�
u1 � u2

�
� n; 8x 2 
 f r (8.27)
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La ecuaci�on 8.21 debe ser utilizada para dar condiciones de frontera a lo largo de � f r para
los sistemas en 
1m y 
 2

m , los cuales toman en cuenta una diferencia de presi�on de un lado de la
fractura al otro.

Integrando la velocidad normal 8.21 en la direcci�on normal a la fractura, obtenemos

d=2Z

� d=2

uf r n
� ndn =

d=2Z

� d=2

�
1
�

k
f r n

� r npf r � ndn = �
1
�

k
f r n

�

d=2Z

� d=2

r npf r � ndn

= �
1
�

k
f r n

(pf r ) jd=2
� d=2 = �

1
�

k
f r n

�
pf r jd=2 � pf r j � d=2

�

= �
1
�

k
f r n

(pf r j � 2 � pf r j � 1 ) (8.28)

Por lo tanto

d=2Z

� d=2

uf r n
� ndn = �

1
�

k
f r n

(pf r j � 2 � pf r j � 1 ) (8.29)

La integral
d=2R

� d=2

uf r n
� ndn puede ser aproximada mediante la regla del trapezoide.

bZ

a

f (x)dx �
1
2

(b� a) [f (a) + f (b)] (8.30)

d=2Z

� d=2

uf r n
� ndn �

1
2

(d)
��

uf r � n
�

j � 2 +
�
uf r � n

�
j � 1

�
(8.31)

Considerando continuidad del 
ujo a trav�es de las interfaces �1 y � 2

d
2

��
uf r � n

�
j � 2 +

�
uf r � n

�
j � 1

�
=

d
2

��
u2 � n

�
j � 2 +

�
u1 � n

�
j � 1

�
(8.32)
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y continuidad de la presi�on a trav�es de las interfaces �1 y � 2

�
1
�

k
f r n

(pf r j � 2 � pf r j � 1 ) = �
1
�

k
f r n

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
(8.33)

se obtiene la siguiente igualdad

d
2

��
u2 � n

�
j � 2 +

�
u1 � n

�
j � 1

�
= �

1
�

k
f r n

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
(8.34)

Reorganizando la ecuaci�on 8.34

��
u2 � n

�
j � 2 +

�
u1 � n

�
j � 1

�
= �

2
�d

k
f r n

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
(8.35)

Recordando quen = n� 1
= � n� 2

��
u1 � n� 1

�
j � 1 �

�
u2 � n� 2

�
j � 2

�
= �

2
�d

k
f r n

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
(8.36)

��
u1 � n� 1

�
j � 1 �

�
u2 � n� 2

�
j � 2

�
= � � f r

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
(8.37)

donde� f r =
2k

f r n
�d

Reorganizando la ecuaci�on 8.36

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
=

1
� f r

��
u2 � n� 2

�
j � 2 �

�
u1 � n� 1

�
j � 1

�
; 8x 2 � f r (8.38)

Derivaci�on de las condiciones de frontera en las interface s

Para obtener condiciones de frontera en �f r para el problema en 
m se requiere una ecuaci�on
adicional. Como la ecuaci�on 8.38 expresa la diferencia entre las presiones a trav�es de � f r , una
elecci�on natural es obtener una ecuaci�on que exprese la suma depresiones en �f r .

Si suponemos que la presi�on promedio a trav�es de la fracturaPf r es tambi�en el promedio de
las presiones en las caras de la interfaz �f r , podemos establecer que

p2j � 2 + p1j � 1 = 2Pf r (8.39)
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Condici�on inicial

p(t0) = p0 (8.40)

Condici�on de frontera externa

En las cuatro fronteras externas se considera que no existe 
ujo, por lo que se establecen
condiciones de frontera tipo Neumann.

n � u = 0; 8x 2 @
( t) (8.41)

Condiciones de frontera interna

En la frontera interna que corresponde a la discontinuidad, se establecen condiciones tipo
Neumann y Dirichlet.

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
=

1
� f r

��
u2 � n� 2

�
j � 2 �

�
u1 � n� 1

�
j � 1

�
; 8x 2 � f r (8.42)

p2j � 2 + p1j � 1 = 2Pf r (8.43)

8.3. Modelo Computacional

Considerando 
ujo horizontal, la ecuaci�on (5.35) puede reescribirse de la siguiente manera:

����c t
@p
@t

= r � (
���
�

k � r p) + ��g ; 8x 2 
( t) (8.44)

dividiendo la expresi�on anterior por la densidad se tiene

���c t
@p
@t

= r � (
��
�

k � r p) + ��q ; 8x 2 
( t) (8.45)

dondeq = g=� y �� = H

Para la implementaci�on de la ecuaci�on de balance local que gobierna el 
ujo en el subdominio
correspondiente al medio poroso, se utiliza el modo EDP con formulaci�on de coe�cientes para
an�alisis dependiente del tiempo de COMSOL Multiphysics. La ecuaci�on general de formulaci�on
de coe�cientes est�a de�nida de la siguiente manera

ea
@2u

@t2
+ da

@u

@t
+ r � ( � cr u � � u + 
 ) + � � r u + au = f (8.46)

por lo tanto, establecemos
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u � p; da � H � phi � ct; c � H � k=mu; y � = 
 = � = a = ea = f � 0.

donde ct = cf + cR

H�c t
@p
@t

+ r �
�

�
H
�

k
m

� r p
�

= 0; 8x 2 
 m (8.47)

Los t�erminos fuente o sumidero se implementan en un punto. Para establecer una fuente o
sumidero en un punto, se dibuja un punto en el lugar apropiado y se especi�ca la descarga. Se
deber�a establecer la descarga como un gasto volum�etrico, con signo negativo para denotar un
sumidero y positivo para denotar una fuente Kitanidis (2008).

La ecuaci�on de balance local correspondiente a la fractura necesita ser de�nida en un modo de
formulaci�on d�ebil, en una dimensi�on menor a las ecuaciones del subdominio y ser acoplada a ellas
a trav�es de condiciones de frontera.

Si consideramos que no existe ning�un termino fuenteQf r , la ecuaci�on 8.27 puede escribirse
como

d� f r ct f r
@Pf r
@t

+
�
u2 � u1

�
� n � r � �

�
d
�

k
f r �

� r � Pf r

�
= 0; 8x 2 
 f r (8.48)

Esta ecuaci�on en el modo de aplicaci�on de formulaci�on d�ebil de contorno de COMSOL Mul-
tiphysics, est�a expresada por

T�ermino d�ebil
weak = wfr

de�nido como

wfr=(-(phifr*ctfr*d*Pft)+(u1+u2))*test(Pf)+((kfr/mu )*d*(-test(PfTx)*PfTx-test(PfTy)*PfTy))

dondePf es la variable dependiente,test() son las funciones de peso,Tx y Ty son las derivadas
tangenciales con respecto ax y y, respectivamente, yt indica la derivada con respecto al tiempo,
de acuerdo a la sintaxis de COMSOL Multiphysics.

u1=uu x+uu y y u2=du x+du y

uu x=(-k/mu)*upx , uu y=(-k/mu)*upy , du x=(-k/mu)*dpx y du y=(-k/mu)*dpy

dondeupx y upy son las derivadas dep sobre la cara superior de una frontera con respecto a
x y y, respectivamente.dpx y dpy son las derivadas dep sobre la cara inferior de una frontera con
respecto ax y y, respectivamente, de acuerdo a la sintaxis de COMSOL Multiphysics.



8.3. MODELO COMPUTACIONAL 105

Condici�on inicial

u ( t 0) = p0 (8.49)

Condici�on de frontera externa

En las cuatro fronteras se considera que no existe 
ujo, por lo quese establecen condiciones
de frontera de tipo Neumann. La ecuaci�on general para condici�on de frontera de tipo Neumann
en COMSOL est�a de�nida de la siguiente manera:

n � (cr p + �p � 
 ) + qp = g (8.50)

por lo que establecemos:q = g � 0

n � u = 0; 8x 2 @
 m (8.51)

Condici�on de frontera interna

La ecuaci�on de balance local correspondiente a la fractura en unadimensi�on menor es acoplada
a las ecuaciones de los subdominios a trav�es de dos condiciones de frontera, una por cada lado de
la fractura. Para establecer las condiciones de frontera sobre la frontera interna que representa a la
fractura, se utiliza la ecuaci�on general para condici�on de frontera de tipo Neumann, en COMSOL
est�a de�nida de la siguiente manera:

n � (cr p + �p � 
 ) + qp = g (8.52)

por lo tanto establecemos

q = 0 , g = ( � 2 � alphaf) � (down(p) � up(p)), h = Pf=p
y r = ( down(p) + up(p))=2

considerando quen x = � 1, donden x es la componentex del vector unitario normal n , es
decir, n = ( � 1; 0)

donde

alphaf = ( 2 � kfr)=(mu� d)

�
p2j � 2 � p1j � 1

�
=

1
� f r

��
u2 � n� 2

�
j � 2 �

�
u1 � n� 1

�
j � 1

�
(8.53)

p2j � 2 + p1j � 1 = 2P f r (8.54)
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8.4. Casos de Estudio

En el modelo de fractura discreta mediante descomposici�on de dominio para 
ujo monofsico
ligeramente compresible se consideran los mismos casos de estudio que han sido propuestos en el
cap��tulo 6 para el modelo de fractura expl��cita.

Se presentan los modelos computacionales correspondientes a cuatro orientaciones diferentes
de la fractura, � = 0 � , � = 45� , � = � 45� y � = 90� , ver Figura 8.2. Para cada orientaci�on se
consideran dos casos, cuando la fractura act�ua como un canal preferencial al 
ujo y cuando act�ua
como una barrera.

Figura 8.2: Representaci�on esquem�atica del caso de estudio. Donde � representa los grados con
respecto a la l��nea vertical discontinua, correspondiente a la orientaci�on de la fractura.
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8.4.1. Fractura con orientaci�on � = 0 �

Dominio

El dominio del modelo computacional es un rect�angulo de basex1 y altura x2. El subdominio
correspondiente a la fractura es una l��nea de longitudl (ver Figura 8.3).

Figura 8.3: Dominio del modelo computacional dondex1 = 6:096 [m], x2 = 3:048 [m] y l =
1:00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura 8.4).

Figura 8.4: Mallado del dominio computacional con 726 grados de libertad y 336 elementos trian-
gulares del tipo Lagrange cuadr�aticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura 8.5).

Figura 8.5: Fronteras del dominio computacional, con su indexaci�oncorrespondiente. Las fronteras
externas 1, 2, 3 y 5 son impermeables. Las frontera interna 4 es permeable.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 8.6).

Figura 8.6: En el punto inferior izquierdo se impone una condici�on tipoNeumann para estable-
cer inyecci�on (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer producci�on a presi�on constante (sumidero).
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Fractura abierta al 
ujo (k fr o kmp )

Figura 8.7: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presi�on y la velocidad son continuas a trav�es de la fractura.

Figura 8.8: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento prefe-
rencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de �esta.



110 CAP�ITULO 8. FRACTURA DISCRETA DESCONECTADA

Barrera al 
ujo (k fr n kmp )

Figura 8.9: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presi�on y la velocidad a trav�es de la fractura.

Figura 8.10: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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8.4.2. Fractura con orientaci�on � = 45�

Dominio

El dominio del modelo computacional es un rect�angulo de basex1 y altura x2. El subdominio
correspondiente a la fractura es una l��nea de longitudl (ver Figura 8.11).

Figura 8.11: Dominio del modelo computacional dondex1 = 6:096 [m], x2 = 3:048 [m] y l =
1:00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura 8.12).

Figura 8.12: Mallado del dominio computacional con 730 grados de libertad y 338 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadr�aticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura 8.13).

Figura 8.13: Fronteras del dominio computacional, con su indexaci�on correspondiente. Las fronte-
ras externas 1, 2, 3 y 5 son impermeables. Las frontera interna 4 es permeable.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 8.14).

Figura 8.14: En el punto inferior izquierdo se impone una condici�on tipo Neumann para estable-
cer inyecci�on (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer producci�on a presi�on constante (sumidero).
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Fractura abierta al 
ujo (k fr o kmp )

Figura 8.15: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presi�on y la velocidad son continuas a trav�es de la fractura.

Figura 8.16: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de �esta.
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Barrera al 
ujo (k fr n kmp )

Figura 8.17: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presi�on y la velocidad a trav�es de la fractura.

Figura 8.18: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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8.4.3. Fractura con orientaci�on � = � 45�

Dominio

El dominio del modelo computacional es un rect�angulo de basex1 y altura x2. El subdominio
correspondiente a la fractura es una l��nea de longitudl (ver Figura 8.19).

Figura 8.19: Dominio del modelo computacional dondex1 = 6:096 [m], x2 = 3:048 [m] y l =
1:00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura 8.20).

Figura 8.20: Mallado del dominio computacional con 730 grados de libertad y 338 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadr�aticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura 8.21).

Figura 8.21: Fronteras del dominio computacional, con su indexaci�on correspondiente. Las fronte-
ras externas 1, 2, 3 y 5 son impermeables. Las frontera interna 4 es permeable.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 8.22).

Figura 8.22: En el punto inferior izquierdo se impone una condici�on tipo Neumann para estable-
cer inyecci�on (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer producci�on a presi�on constante (sumidero).
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Fractura abierta al 
ujo (k fr o kmp )

Figura 8.23: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presi�on y la velocidad son continuas a trav�es de la fractura.

Figura 8.24: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de �esta.
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Barrera al 
ujo (k fr n kmp )

Figura 8.25: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presi�on y la velocidad a trav�es de la fractura.

Figura 8.26: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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8.4.4. Fractura con orientaci�on � = 90�

Dominio

El dominio del modelo computacional es un rect�angulo de basex1 y altura x2. El subdominio
correspondiente a la fractura es una l��nea de longitudl (ver Figura 8.27).

Figura 8.27: Dominio del modelo computacional dondex1 = 6:096 [m], x2 = 3:048 [m] y l =
1:00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura 8.28).

Figura 8.28: Mallado del dominio computacional con 718 grados de libertad y 332 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadr�aticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura 8.29).

Figura 8.29: Fronteras del dominio computacional, con su indexaci�on correspondiente. Las fronte-
ras externas 1, 2, 3 y 5 son impermeables. Las frontera interna 4 es permeable.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 8.30).

Figura 8.30: En el punto inferior izquierdo se impone una condici�on tipo Neumann para estable-
cer inyecci�on (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer producci�on a presi�on constante (sumidero).
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Fractura abierta al 
ujo (k fr o kmp )

Figura 8.31: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presi�on y la velocidad son continuas a trav�es de la fractura.

Figura 8.32: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de �esta.
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Barrera al 
ujo (k fr n kmp )

Figura 8.33: Per�les de presi�on (Izquierda) y velocidad (Derecha)para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presi�on y la velocidad a trav�es de la fractura.

Figura 8.34: Gr�a�co de curvas de nivel y l��neas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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9.1. Presi�on - Fractura abierta al 
ujo � = 0�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.1: Per�les de presi�on obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Descomposi-
ci�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la fractura
en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo de 120 [s]. En
este caso se considera una fractura abierta al 
ujo,kf r o km , con una orientaci�on � = 0 � con
respecto de la vertical, y ubicada a 3:048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.1, se observa que cuando la
onda de variaci�on de presi�on alcanza el extremo inferior de la discontinuidad ( � ), se presenta una
ligera ca��da de presi�on. Esto se debe a que act�ua como un sumidero, ya que la discontinuidad
representa un canal preferencial al 
ujo. En el centro de la discontinuidad (� ), no se observa
ninguna perturbaci�on en la presi�on, sin embargo, se puede observar que la presi�on es menor con
respecto a la presi�on en el extremo inferior de la discontinuidad (� ), esto es congruente con el
proceso de inyecci�on-producci�on debido a que el punto de inyecci�on se encuentra m�as cercano al
extremo inferior de la discontinuidad (� ). Adem�as, es condici�on necesaria para que el 
ujo viaje
a lo largo de la fractura. En el extremo superior de la discontinuidad (� ), se observa un ligero
incremento en la presi�on debido a que este act�ua como una fuente. Sin embargo, la presi�on es menor
que en el centro (� ) y el extremo inferior (� ) de la discontinuidad. El modelo de descomposici�on
de dominio, ver gr�a�co (b) de la Figura 9.1, representa plenamenteel comportamiento de los tres
per�les de presi�on del modelo de fractura expl��cita. Sin embargo, la diferencia de presi�on entre los
tres per�les es menor despu�es de la distancia a la que se encuentrala discontinuidad. El modelo
de fractura desconectada, ver gr�a�co (c) de la Figura 9.1, presenta un comportamiento similar
a los otros dos modelos, sin embargo, la variaci�on de la presi�on a la distancia en que se ubica
la discontinuidad es m�as pronunciada. Adem�as, el comportamiento de las tres curvas �unicamente
obedece al per�l de presi�on que corta a la discontinuidad en el extremo superior (� ) del modelo de
fractura expl��cita. En los tres modelos la presi�on es continua a trav�es de la fractura y el gradiente
de presi�on es congruente con el proceso inyecci�on-poducci�onpermitiendo el 
ujo a lo largo de la
fractura. Es importante notar que la direcci�on del 
ujo es oblicuaal plano de fractura.
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9.2. Velocidad - Fractura abierta al 
ujo � = 0�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.2: Per�les de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Descom-
posici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la dis-
continuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al 
ujo,kf r o km , con una orientaci�on
� = 0 � con respecto de la vertical, y ubicada a 3:048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.2, se observa que en el extremo
inferior de la discontinuidad (� ), se presenta un aumento abrupto en la velocidad. Esto se debe a
que act�ua como un sumidero, ya que la discontinuidad representa un canal preferencial al 
ujo. En
el centro de la discontinuidad (� ), no se observa ninguna perturbaci�on en la velocidad, es decir, la
velocidad es continua a trav�es de la discontinuidad. En el extremo superior de la discontinuidad
(� ), se observa un incremento abrupto en la velocidad debido a que este act�ua como una fuente. El
modelo de descomposici�on de dominio, ver gr�a�co (b) de la Figura 9.2, presenta un comportamiento
similar en los tres per�les de velocidad con respecto al modelo de fractura expl��cita. Sin embargo, el
incremento de la velocidad en los extremos de la discontinuidad es gradual. El modelo de fractura
desconectada, ver gr�a�co (c) de la Figura 9.2, tambi�en presenta un incremento de la velocidad
en los extremos de la discontinuidad, sin embargo, el incremento es m�as pronunciado. Adem�as,
el comportamiento de las tres curvas �unicamente obedece al per�l de velocidad que corta a la
discontinuidad en el extremo superior (� ) del modelo de fractura expl��cita. En los tres modelos se
observa un incremento en la velocidad en los extremos de la discontinuidad. Es importante notar
que la direcci�on del 
ujo es oblicua al plano de fractura.
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9.3. Presi�on - Barrera al 
ujo � = 0�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.3: Per�les de presi�on obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Descompo-
sici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la discon-
tinuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una barrera al 
ujo,kf r n km , con una orientaci�on � = 0 � con
respecto de la vertical, y ubicada a 3:048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.3, se observa que cuando la
onda de variaci�on de presi�on alcanza el extremo inferior de la discontinuidad ( � ), se presenta una
ca��da de presi�on. Esto se debe a que la discontinuidad act�ua comoun obst�aculo, ya que representa
un barrera al 
ujo. En el centro de la discontinuidad (� ) se observa primero un incremento en la
presi�on debido a que la barrera representa un obst�aculo y en este punto es m�as dif��cil evadirla.
Despu�es se presenta un salto en la presi�on, esto puede explicarse por que existe poca comunicaci�on
a trav�es de la barrera. Por lo tanto, la c�aida de presi�on es abrupta. En el extremo superior de
la discontinuidad (� ) se tiene el mismo comportamiento que en el extremo inferior (� ), pero para
valores menores de presi�on, debido a que el extremo superior de ladiscontinuidad (� ) est�a m�as
cercano al punto de produci�on y m�as lejano al punto de inyecci�on. Adem�as, se puede observar que
la ca��da de presi�on en los extremos no es tan abrupta debido a que el efecto de la barrera es menor
en dichos puntos, ya que puede ser f�acilmente evitada por el 
ujo. El modelo de descomposici�on
de dominio, ver gr�a�co (b) de la Figura 9.3, representa el comportamiento de los tres per�les de
presi�on del modelo de fractura expl��cita. Sin embargo, el efecto de la barrera sobre el 
ujo en
los extremos de la discontinuidad es menor, por lo que la ca��da de presi�on es gradual en esos
puntos. El per�l de presi�on que corta a la discontinuidad por el centro ( � ) tambi�en presenta
un salto en la presi�on. El modelo de fractura desconectada, ver gr�a�co (c) de la Figura 9.3,
presenta un comportamiento similar a los otros dos modelos �unicamente para la primera cara de
la discontinuidad que alcanza la onda de variaci�on de presi�on, es decir, no representa el salto en
la presi�on adecuadamente, por lo que su comportamiento a partir de que la onda de variaci�on
de presi�on ha alcanzando la segunda cara de la discontinuidad di�erede los per�les de presi�on
obtenidos con los modelos de fractura expl��cita y descomposici�onde dominio. Es importante notar
que la direcci�on del 
ujo es oblicua al plano de fractura.
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9.4. Velocidad - Barrera al 
ujo � = 0�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.4: Per�les de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Descom-
posici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la dis-
continuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una barrera al 
ujo,kf r n km , con una orientaci�on � = 0 � con
respecto de la vertical, y ubicada a 3:048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.4, se observa que en el extremo
inferior de la discontinuidad (� ), se presenta un incremento en la velocidad. Esto se debe a que
la discontinuidad act�ua como un obst�aculo y el 
ujo tiende a evadirla por los extremos. En el
centro de la discontinuidad (� ) se observa un salto en la velocidad, esto puede explicarse por que
existe poca comunicaci�on a trav�es de la barrera. En el extremo superior de la discontinuidad (� )
se tiene el mismo comportamiento que en el extremo inferior (� ). El modelo de descomposici�on de
dominio, ver gr�a�co (b) de la Figura 9.4, presenta un comportamiento similar en los tres per�les de
velocidad con respecto al modelo de fractura expl��cita. Sin embargo, el incremento de la velocidad
en los extremos de la discontinuidad es menor y es gradual. El per�l de velocidad que corta a la
discontinuidad por el centro (� ) tambi�en presenta un salto en la velocidad. El modelo de fractura
desconectada, ver gr�a�co (c) de la Figura 9.4, tambi�en presenta un incremento de la velocidad
en los extremos de la discontinuidad, sin embargo, el incremento es abrupto en la ubicaci�on de
la discontinuidad. Adem�as, este comportamiento tambi�en se presenta en el per�l que corta por el
centro a la discontinuidad (� ). Es importante notar que la direcci�on del 
ujo es oblicua al plano
de fractura.
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9.5. Presi�on - Fractura abierta al 
ujo � = 45�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.5: Per�les de presi�on obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Descompo-
sici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la discon-
tinuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al 
ujo,kf r o km , con una orientaci�on
� = 45� con respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3:048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.5, se observa que cuando la
onda de variaci�on de presi�on alcanza el extremo superior de la discontinuidad (� ), se presenta una
ligera ca��da de presi�on. Esto se debe a que act�ua como un sumidero, ya que la discontinuidad re-
presenta un canal preferencial al 
ujo. En el centro de la discontinuidad ( � ), no se observa ninguna
perturbaci�on en la presi�on, sin embargo, se puede observar quela presi�on es menor con respecto
a la presi�on en el extremo superior de la discontinuidad (� ), esto es congruente con el proceso
de inyecci�on-producci�on debido a que el punto de inyecci�on se encuentra m�as cercano al extremo
superior de la discontinuidad (� ). Adem�as, es condici�on necesaria para que el 
ujo viaje a lo largo
de la fractura. En el extremo inferior de la discontinuidad (� ), se observa un ligero incremento en
la presi�on debido a que este act�ua como una fuente. En este punto la presi�on es menor que en el
centro (� ) y el extremo superior (� ) de la discontinuidad. El modelo de descomposici�on de dominio,
ver gr�a�co (b) de la Figura 9.5, representa plenamente el comportamiento de los tres per�les de
presi�on del modelo de fractura expl��cita. Sin embargo, la ca��da de presi�on en el extremo superior
de la discontinuidad (� ) es menor, al igual que el incremento de presi�on en el extremo inferior (� ).
El modelo de fractura desconectada, ver gr�a�co (c) de la Figura9.5, presenta un comportamiento
similar a los otros dos modelos, sin embargo, la variaci�on de la presi�ona la distancia en que se
ubica la discontinuidad es m�as pronunciada. Adem�as, el comportamiento de las tres curvas �uni-
camente obedece al per�l de presi�on que corta a la discontinuidaden el extremo inferior (� ) del
modelo de fractura expl��cita. En los tres modelos la presi�on es continua a trav�es de la fractura y
el gradiente de presi�on es congruente con el proceso inyecci�on-poducci�on permitiendo el 
ujo a lo
largo de la fractura. Es importante notar que la direcci�on del 
ujoes normal al plano de fractura.
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9.6. Velocidad - Fractura abierta al 
ujo � = 45�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.6: Per�les de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Descom-
posici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la dis-
continuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al 
ujo,kf r o km , con una orientaci�on
� = 45� con respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3:048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.6, se observa que en el
extremo superior de la discontinuidad (� ), se presenta un aumento en la velocidad y despu�es una
ca��da abrupta. Esto se debe a que act�ua como un sumidero, ya que la discontinuidad representa un
canal preferencial al 
ujo. En el per�l que corta por el centroa la discontinuidad (� ), se observa un
incremento gradual en la velocidad a partir de la distancia en que se encuentra la discontinuidad.
En el extremo inferior de la discontinuidad (� ), se observa un incremento abrupto en la velocidad
debido a que este act�ua como una fuente. El modelo de descomposici�on de dominio, ver gr�a�co (b)
de la Figura 9.6, presenta un comportamiento similar en los tres per�les de velocidad con respecto
al modelo de fractura expl��cita. Sin embargo, el incremento de la velocidad en los extremos de la
discontinuidad es menor y es gradual. El modelo de fractura desconectada, ver gr�a�co (c) de la
Figura 9.6, tambi�en presenta un incremento de la velocidad en los extremos de la discontinuidad,
sin embargo, el incremento es m�as pronunciado. Adem�as, el per�l de velocidad que corta a la
discontinuidad por el centro (� ) tambi�en presenta un incremento abrupto en la velocidad. En los
tres modelos se observa un incremento en la velocidad en los extremos de la discontinuidad. Es
importante notar que la direcci�on del 
ujo es oblicua al plano de fractura.



130 CAP�ITULO 9. AN �ALISIS Y DISCUSI �ON DE RESULTADOS

9.7. Presi�on - Barrera al 
ujo � = 45�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.7: Per�les de presi�on obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Descompo-
sici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la discon-
tinuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una barrera al 
ujo,kf r n km , con una orientaci�on � = 45� con
respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3:048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.7, se observa que cuando
la onda de variaci�on de presi�on alcanza el extremo superior de la discontinuidad (� ), se presenta
una ca��da de presi�on. Esto se debe a que la discontinuidad act�ua como un obst�aculo, ya que
representa un barrera al 
ujo. En el centro de la discontinuidad (� ) se observa un salto en la
presi�on, esto puede explicarse por que existe poca comunicaci�ona trav�es de la barrera. Por lo
tanto, la c�aida de presi�on es m�as abrupta. En el extremo inferior de la discontinuidad (� ) se tiene
un comportamiento similar que en el extremo superior (� ), pero a una distancia mayor, debido
a que el extremo superior de la discontinuidad (� ) est�a m�as cercano al punto de inyecci�on y m�as
lejano al punto de producci�on. Adem�as, se puede observar quela ca��da de presi�on en los extremos
no es tan abrupta debido a que el efecto de la barrera es menor en dichos puntos, ya que puede
ser f�acilmente evitada por el 
ujo. El modelo de descomposici�on de dominio, ver gr�a�co (b) de
la Figura 9.7, representa el comportamiento de los tres per�les de presi�on del modelo de fractura
expl��cita. Sin embargo, el efecto de la barrera sobre el 
ujo en los extremos de la discontinuidad
es menor, por lo que la ca��da de presi�on es gradual en esos puntos. El per�l de presi�on que corta a
la discontinuidad por el centro (� ) tambi�en presenta un salto en la presi�on. El modelo de fractura
desconectada, ver gr�a�co (c) de la Figura 9.7, presenta un comportamiento similar a los otros dos
modelos �unicamente para la primera cara de la discontinuidad que alcanza la onda de variaci�on de
presi�on, es decir, no representa el salto en la presi�on adecuadamente, por lo que su comportamiento
a partir de que la onda de variaci�on de presi�on ha alcanzando la segunda cara de la discontinuidad
di�ere de los per�les de presi�on obtenidos con los modelos de fractura expl��cita y descomposici�on
de dominio. Es importante notar que la direcci�on del 
ujo es normalal plano de fractura.
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9.8. Velocidad - Barrera al 
ujo � = 45�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.8: Per�les de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Descom-
posici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la dis-
continuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una barrera al 
ujo,kf r n km , con una orientaci�on � = 45� con
respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3:048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.8, se observa que en el extremo
superior de la discontinuidad (� ), se presenta un incremento en la velocidad. Esto se debe a que
la discontinuidad act�ua como un obst�aculo y el 
ujo tiende a evadirla por los extremos. En el
centro de la discontinuidad (� ) se observa un salto en la velocidad, esto puede explicarse por que
existe poca comunicaci�on a trav�es de la barrera. En el extremo inferior de la discontinuidad (� )
se tiene el mismo comportamiento que en el extremo superior (� ), pero a una mayor distancia,
debido a que el extremo superior de la discontinuidad (� ) est�a m�as cercano al punto de inyecci�on
y m�as lejano al punto de producci�on. El modelo de descomposici�on de dominio, ver gr�a�co (b) de
la Figura 9.8, presenta un comportamiento similar en los tres per�les de velocidad con respecto
al modelo de fractura expl��cita. Sin embargo, el incremento de la velocidad en los extremos de la
discontinuidad es menor y es gradual. El per�l de velocidad que corta a la discontinuidad por el
centro (� ) tambi�en presenta un incremento en la velocidad. El modelo de fractura desconectada,
ver gr�a�co (c) de la Figura 9.8, tambi�en presenta un incrementode la velocidad en los extremos
de la discontinuidad, sin embargo, el incremento es abrupto en la ubicaci�on de la discontinui-
dad. Adem�as, este comportamiento tambi�en se presenta en elper�l que corta por el centro a la
discontinuidad (� ). Es importante notar que la direcci�on del 
ujo es normal al planode fractura.
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9.9. Presi�on - Fractura abierta al 
ujo � = � 45�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.9: Per�les de presi�on obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Descompo-
sici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la discon-
tinuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al 
ujo,kf r o km , con una orientaci�on
� = � 45� con respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3:048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.9, se observa que cuando la
onda de variaci�on de presi�on alcanza el extremo inferior de la discontinuidad ( � ), se presenta una
ligera ca��da de presi�on. Esto se debe a que act�ua como un sumidero, ya que la discontinuidad
representa un canal preferencial al 
ujo. En el centro de la discontinuidad (� ), se observa un ligero
incremento en la presi�on, sin embargo, se puede observar que la presi�on es menor con respecto
a la presi�on en el extremo inferior de la discontinuidad (� ), esto es congruente con el proceso de
inyecci�on-producci�on debido a que el punto de inyecci�on se encuentra m�as cercano al extremo
inferior de la discontinuidad (� ). Adem�as, es condici�on necesaria para que el 
ujo viaje a lo largo
de la fractura. En el extremo superior de la discontinuidad (� ), se observa un ligero incremento
en la presi�on debido a que este act�ua como una fuente. Sin embargo, la presi�on es menor que
en el centro (� ) y el extremo inferior (� ) de la discontinuidad. El modelo de descomposici�on de
dominio, ver gr�a�co (b) de la Figura 9.9, presenta un comportamiento similar en los tres per�les
de presi�on con respecto al modelo de fractura expl��cita. Sin embargo, las variaciones de presi�on
en los extremos de la discontinuidad son graduales y m�as prolongados. El modelo de fractura
desconectada, ver gr�a�co (c) de la Figura 9.9, representa plenamente el comportamiento de los
tres per�les de presi�on del modelo de fractura expl��cita. En los tres modelos la presi�on es continua
a trav�es de la fractura y el gradiente de presi�on es congruentecon el proceso inyecci�on-poducci�on
permitiendo el 
ujo a lo largo de la fractura. Es importante notar que la direcci�on del 
ujo es
tangencial al plano de fractura.
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9.10. Velocidad - Fractura abierta al 
ujo � = � 45�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.10: Per�les de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Des-
composici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la
discontinuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al 
ujo,kf r o km , con una orientaci�on
� = � 45� con respecto de la vertical, cuyo centro se ubica a 3:048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.10, se observa que en el
extremo inferior de la discontinuidad (� ), se presenta un aumento abrupto en la velocidad. Esto
se debe a que act�ua como un sumidero, ya que la discontinuidad representa un canal preferencial
al 
ujo. En el centro de la discontinuidad (� ), se observa un incremento en la velocidad. En el
extremo superior de la discontinuidad (� ), se observa un incremento abrupto en la velocidad debido
a que este act�ua como una fuente. El modelo de descomposici�on de dominio, ver gr�a�co (b) de
la Figura 9.10, presenta un comportamiento similar en los tres per�lesde velocidad con respecto
al modelo de fractura expl��cita. Sin embargo, el incremento de la velocidad en los extremos de
la discontinuidad es menor y es gradual. En el per�l que corta por elcentro a la discontinuidad
(� ), tambi�en se observa un incremento en la velocidad. El modelo de fractura desconectada, ver
gr�a�co (c) de la Figura 9.10, tambi�en presenta un incremento dela velocidad en los extremos
de la discontinuidad, sin embargo, el incremento es m�as pronunciado con respecto al modelo de
descomposici�on de dominio. Adem�as, se observa un incremento enla velocidad en el per�l que
corta por el centro a la discontinuidad (� ). En los tres modelos se observa un incremento en la
velocidad, tanto en los extremos como en el centro de la discontinuidad. Es importante notar que
la direcci�on del 
ujo es tangencial al plano de fractura.
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9.11. Presi�on - Barrera al 
ujo � = � 45�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.11: Per�les de presi�on obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Descompo-
sici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la discon-
tinuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una barrera al 
ujo,kf r n km , con una orientaci�on � = � 45�

con respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3:048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.11, se observa que cuando
la onda de variaci�on de presi�on alcanza el extremo inferior de la discontinuidad (� ), se presenta
una ca��da de presi�on. Esto se debe a que la discontinuidad act�ua como un obst�aculo, ya que
representa un barrera al 
ujo. En el centro de la discontinuidad (� ) se observa un salto en la
presi�on, esto puede explicarse por que existe poca comunicaci�ona trav�es de la barrera. Por lo
tanto, la c�aida de presi�on es abrupta. En el extremo superior dela discontinuidad (� ) se tiene
el mismo comportamiento que en el extremo inferior (� ), pero para valores menores de presi�on,
debido a que el extremo superior de la discontinuidad (� ) est�a m�as cercano al punto de produci�on
y m�as lejano al punto de inyecci�on. Adem�as, se puede observarque la ca��da de presi�on en los
extremos no es tan abrupta debido a que el efecto de la barrera esmenor en dichos puntos, ya que
puede ser f�acilmente evitada por el 
ujo. El modelo de descomposici�on de dominio, ver gr�a�co
(b) de la Figura 9.11, representa el comportamiento de los tres per�les de presi�on del modelo
de fractura expl��cita. Sin embargo, el efecto de la barrera sobre el 
ujo en los extremos de la
discontinuidad es menor, por lo que la ca��da de presi�on es gradual en esos puntos. El per�l de
presi�on que corta a la discontinuidad por el centro (� ) tambi�en presenta un salto en la presi�on. El
modelo de fractura desconectada, ver gr�a�co (c) de la Figura 9.11, presenta un comportamiento
similar a los otros dos modelos �unicamente para la primera cara de la discontinuidad que alcanza
la onda de variaci�on de presi�on, es decir, no representa el salto en la presi�on adecuadamente, por lo
que su comportamiento a partir de que la onda de variaci�on de presi�on ha alcanzando la segunda
cara de la discontinuidad di�ere de los per�les de presi�on obtenidos con los modelos de fractura
expl��cita y descomposici�on de dominio. Es importante notar que la direcci�on del 
ujo es tangencial
al plano de fractura.
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9.12. Velocidad - Barrera al 
ujo � = � 45�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.12: Per�les de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Des-
composici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la
discontinuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una barrera al 
ujo,kf r n km , con una orientaci�on � = � 45�

con respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3:048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.12, se observa que en el
extremo inferior de la discontinuidad (� ), se presenta un incremento en la velocidad. Esto se debe
a que la discontinuidad act�ua como un obst�aculo y el 
ujo tiende a evadirla por los extremos. En
el centro de la discontinuidad (� ) se observa un salto en la velocidad, esto puede explicarse por
que existe poca comunicaci�on a trav�es de la barrera. En el extremo superior de la discontinuidad
(� ) se tiene el mismo comportamiento que en el extremo inferior (� ), pero para valores menores
de velocidad, debido a que el extremo superior de la discontinuidad (� ) est�a m�as cercano al punto
de produci�on y m�as lejano al punto de inyecci�on. El modelo de descomposici�on de dominio, ver
gr�a�co (b) de la Figura 9.12, presenta un comportamiento similar enlos tres per�les de velocidad
con respecto al modelo de fractura expl��cita. Sin embargo, el incremento de la velocidad en los
extremos de la discontinuidad es menor y es gradual. El per�l que corta a la discontinuidad por
el centro (� ) tambi�en presenta un salto en la velocidad. El modelo de fracturadesconectada, ver
gr�a�co (c) de la Figura 9.12, tambi�en presenta un incremento dela velocidad pero �unicamente en
el extremo superior (� ) de la discontinuidad. Este comportamiento tambi�en se presentaen el per�l
que corta por el centro a la discontinuidad (� ). Es importante notar que la direcci�on del 
ujo es
tangencial al plano de fractura.
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9.13. Presi�on - Fractura abierta al 
ujo � = 90�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.13: Per�les de presi�on obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Descom-
posici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la dis-
continuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al 
ujo,kf r o km , con una orientaci�on
� = 90� con respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3:048 [m] de distancia.

En este caso se considera que la discontinuidad es totalmente horizontal, por lo tanto, un
solo per�l longitudinal corta a la discontinuidad por el extremo lateral izquierdo, derecho y por
el centro. Los tres cortes longitudinales corresponden a los extremos y al centro del espesor de
la fractura. En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.13, se observa que
cuando la onda de variaci�on de presi�on alcanza el extremo lateralizquierdo de la discontinuidad,
la pendiente del per�l de presi�on disminuye, es decir, la ca��da de presi�on es menos abrupta. Esto
se debe a que la discontinuidad representa un canal preferencial al 
ujo. Por lo tanto, la onda
de variaci�on de presi�on, generada por el proceso de inyecci�on,avanza m�as r�apido a lo largo de
la discontinuidad. Resultando en una ca��da de presi�on menos pronunciada en la discontinuidad.
Por supuesto, el per�l de presi�on a lo largo de la discontinuidad tambi�en se ve afectado por la
onda de variaci�on de presi�on generada por el proceso de producci�on. Se puede observar que la
presi�on en el extremo lateral derecho de la discontinuidad es menor con respecto a la presi�on en el
extremo lateral izquierdo, esto es congruente con el proceso deinyecci�on-producci�on debido a que
el punto de inyecci�on se encuentra m�as cercano al extremo lateral izquierdo, mientras que el punto
de producci�on est�a m�as cercano al extremo lateral derecho.Adem�as, es condici�on necesaria para
que el 
ujo viaje a lo largo de la fractura. En el extremo lateral derecho de la discontinuidad, se
observa una ca��da abrupta en la presi�on, debido a que el 
ujo ya no viaja a trav�es de la fractura,
sino a tr�aves de la matriz, la cual es menos permeable. El modelo de descomposici�on de dominio,
ver gr�a�co (b) de la Figura 9.13, representa el comportamiento de los tres per�les de presi�on del
modelo de fractura expl��cita. Sin embargo, la perturbaciones generadas por los extremos laterales
de la discontinuidad son m�as pronunciados. El modelo de fractura desconectada, ver gr�a�co (c)
de la Figura 9.13, representa plenamente el comportamiento de los per�les de presi�on obtenidos
con el modelo de fractura expl��cita. En los tres modelos la presi�ones continua a lo largo de la
fractura. Es importante notar que la direcci�on del 
ujo es oblicuaal plano de fractura.
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9.14. Velocidad - Fractura abierta al 
ujo � = 90�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.14: Per�les de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Des-
composici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la
discontinuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al 
ujo,kf r o km , con una orientaci�on
� = 90� con respecto de la vertical, cuyo centro se ubica a 3:048 [m] de distancia.

En este caso se considera que la discontinuidad es totalmente horizontal, por lo tanto, un solo
per�l longitudinal corta a la discontinuidad por el extremo lateral izquierdo, derecho y por el
centro. Los tres cortes longitudinales corresponden a los extremos y al centro del espesor de
la fractura. En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.13, se observa
que en el extremo lateral izquierdo de la discontinuidad, se presenta un aumento abrupto en
la velocidad para los tres per�les de persi�on. Esto se debe a que act�ua como un sumidero, ya
que la discontinuidad representa un canal preferencial al 
ujo. Tanto en el per�l que corta a la
fractura por el centro de su espesor (� ), como en el per�l que corta a la fractura por el extremo
inferior de su espesor (� ) se puede observar que la velocidad contin�ua aumentando hasta alcanzar
el valor m�aximo de la velocidad en el centro de la discontinuidad, a partir de este punto la
velocidad comienza a decrecer hasta llegar al extremo lateral derecho de la discontinuidad. En
el extremo lateral derecho de la discontinuidad, tambi�en se observa un incremento abrupto en la
velocidad debido a que este act�ua como una fuente. El modelo de descomposici�on de dominio, ver
gr�a�co (b) de la Figura 9.13, presenta un comportamiento similar enlos per�les de velocidad que
corresponden al extremo superior (� ) e inferior (� ) del espesor de la discontinuidad con respecto
al per�l de velocidad que corta a la discontinuidad por el extremo superior (� ) del modelo de
fractura expl��cita. Sin embargo, el incremento de la velocidad en el per�l que corta al espesor
de la discontinuidad por la mitad (� ) no presenta el incremento de velocidad a lo largo de la
discontinuidad. El modelo de fractura desconectada, ver gr�a�co (c) de la Figura 9.2, tambi�en
presenta un incremento de la velocidad en los extremos laterales de ladiscontinuidad, sin embargo,
el incremento es menor con respecto a los resultados obtenidos por los otros dos modelos. En los
tres modelos se observa un incremento en la velocidad en los extremos de la discontinuidad. Es
importante notar que la direcci�on del 
ujo es oblicua al plano de fractura.
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9.15. Presi�on - Barrera al 
ujo � = 90�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.15: Per�les de presi�on obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Descompo-
sici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la discon-
tinuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una barrera al 
ujo,kf r n km , con una orientaci�on � = 90� con
respecto de la vertical, y cuyo centro se ubica a 3:048 [m] de distancia.

En este caso se considera que la discontinuidad es totalmente horizontal, por lo tanto, un solo
per�l longitudinal corta a la discontinuidad por el extremo lateral izquierdo, derecho y por el
centro. Los tres cortes longitudinales corresponden a los extremos y al centro del espesor de la
fractura. En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.15, se puede observar que
cuando la onda de variaci�on de presi�on alcanza el extremo lateralizquierdo de la discontinuidad
los per�les de presi�on que cortan el espesor de la discontinuidad ensu extremo superior (� ) e
inferior (� ) se separan, es decir, representan una discontinuidad en la presi�on debido a que los
dos extremos de las discontinuidad no est�an comunicados, pues la discontinuidad representa una
barrera al 
ujo. Sin embargo, en el per�l de presi�on que corta por la mitad al espesor de la
discontinuidad, se observa una ca��da abrupta en la presi�on. Una vez que la onda de variaci�on
de presi�on alcanza el extremo lateral derecho de la discontinuidad, los tres per�les de presi�on se
juntan, representando el mismo comportamiento. El modelo de descomposici�on de dominio, ver
gr�a�co (b) de la Figura 9.15, presenta un comportamiento similar enlos per�les de presi�on que
corresponden al extremo superior (� ) e inferior (� ) del espesor de la discontinuidad con respecto
al modelo de fractura expl��cita, representando la discontinuidadde la presi�on. Sin embargo, en el
per�l que corta al espesor de la discontinuidad por la mitad (� ) no se presenta la ca��da abrupta
de presi�on. Su comportamiento es el mismo que el per�l que corresponde en al extremo superior
del espesor de la discontinuidad (� ). En el modelo de fractura desconectada, ver gr�a�co (c) de la
Figura 9.15, se observa que �unicamente se puede representar elcomportamiento correspondiente
a una sola cara de la discontinuidad, es decir, no se puede representar la discontinuidad en la
presi�on. Es importante notar que la direcci�on del 
ujo es oblicua al plano de fractura.
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9.16. Velocidad - Barrera al 
ujo � = 90�

(a) Fractura expl��cita (b) Descomposici�on de dominio (c) Fractura desconectada

Figura 9.16: Per�les de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura expl��cita, Des-
composici�on de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la
discontinuidad en el centro (� ), en el extremo superior (� ) y en extremo inferior (� ), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una barrera al 
ujo,kf r n km , con una orientaci�on � = 90�

con respecto de la vertical, y cuyo centro se ubica a 3:048 [m] de distancia.

En este caso se considera que la discontinuidad es totalmente horizontal, por lo tanto, un solo
per�l longitudinal corta a la discontinuidad por el extremo lateral izquierdo, derecho y por el
centro. Los tres cortes longitudinales corresponden a los extremos y al centro del espesor de la
discontinuidad. En el modelo de fractura expl��cita, ver gr�a�co (a) de la Figura 9.16, se observa que,
tanto en el per�l que corta por el extremo inferior del espesor de la discontinuidad (� ), como en el
per�l que corta por el centro del espesor de la discontinuidad (� ), se presenta una ca��da abrupta en
la velocidad. Esto se debe a que la discontinuidad act�ua como un obst�aculo, por lo tanto, no hay
velocidad a lo largo de la discontinuidad. En el per�l que corta por el extremo superior del espesor
de la discontinuidad (� ) se observa que en los extremos laterales de la discontinuidad se presenta un
incremento s�ubito en la velocidad. Esto se debe a que la discontinuidad act�ua como un obst�aculo
y el 
ujo tiende a evadirla por los extremos. El modelo de descomposici�on de dominio, ver gr�a�co
(b) de la Figura 9.16, presenta un comportamiento similar en los tres per�les de velocidad con
respecto al modelo de fractura expl��cita. Sin embargo, el incremento de la velocidad en el extremo
lateral izquierdo de la discontinuidad �unicamente es representadopor el per�l de velocidad que
corta por el extremo superior del espesor de la discontinuidad (� ), mientras que el incremento de
la velocidad en el extremo lateral derecho �unicamente es representado por el per�l de velocidad
que corta por el extremo inferior del espesor de la discontinuidad (� ). El per�l de presi�on que corta
a la discontinuidad por el centro de su espesor(� ) presenta el mismo comportamiento que el per�l
de velocidad para el extremo superior del espesor de la discontinuidad (� ). El modelo de fractura
desconectada, ver gr�a�co (c) de la Figura 9.16, tambi�en presenta un incremento de la velocidad
en los extremos de la discontinuidad, sin embargo, el incremento en el extremo lateral derecho de
la discontinuidad es m�as pronunciado. Es importante notar que la direcci�on del 
ujo es oblicua al
plano de fractura.



140 CAP�ITULO 9. AN �ALISIS Y DISCUSI �ON DE RESULTADOS

9.17. Elementos de la malla

N�umero de elementos de la malla
Orientaci�on Fractura expl��cita Descomposici�on de dominio Fractura desconectada

0� 8; 300 346 336
45� 8; 048 342 338

� 45� 8; 160 338 338
90� 8; 048 332 332

Tabla 9.1: N�umero de elementos de la malla utilizados por los modelos de fractura expl��cita,
descomposici�on de dominio y fractura desconectada, considerando cuatro orientaciones.

En los datos registrados en la Tabla 9.1 se puede observar que el modelo de fractura expl��cita
requiere un n�umero importante de elementos para poder realizar el mallado del dominio conside-
rando una fractura. Esto se debe a la alta relaci�on de aspecto entre el espesor de la discontinuidad
y las dimensiones del dominio. El modelo de descomposici�on de dominio reduce considerablemente
el n�umero de elementos empleados. Esto es posible gracias a que elespesor de la discontinuidad no
es considerado expl��citamente en el modelo computacional, est�aconsiderado impl��citamente en el
modelo matem�atico del modelo, eliminando el problema de la alta relaci�on de aspecto. El modelo
de fractura desconectada es capaz de reducir a�un m�as el n�umero de elementos empleados en la
malla, ya que no necesita partir al dominio para representar una discontinuidad.

9.18. Discusi�on general de los resultados obtenidos

A partir del an�alisis de los per�les de presi�on y velocidad se puede determinar que el modelo
de fractura expl��cita es capaz de representar los casos en que ladiscontinuidad se comporta como
una fractura abierta al 
ujo o una barrera, para las cuatro orientaciones de la discontinuidad. Sin
embargo, utilizar este modelo no es pr�actico debido a la alta relaci�onde aspecto entre el espesor
de la discontinuidad y las dimensiones del dominio, lo que genera un elevado n�umero de elementos
de la malla, y por lo tanto, inc�ognitas a resolver. Este modelo es considerado como modelo base
para comparar los resultados obtenidos con los modelos de descomposci�on de dominio y fractura
desconectada.

El modelo de descomposici�on de dominio reduce el n�umero de elementos utilizados en la malla,
eliminando el problema de relaci�on de aspecto. Este modelo es capazde representar a la discon-
tinuidad como una fractura abierta al 
ujo o una barrera. Los per�les de presi�on y velocidad
muestran que los resultados obtenidos con este modelo mejoran cuando la direcci�on del 
ujo es
preferentemente normal al plano de fractura. Sin embargo, este modelo requiere realizar una par-
tici�on del dominio cada vez que se establece una discontinuidad en eldominio, raz�on por la cual
tampoco se considera pr�actico.
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El modelo de fractura desconectada elimina el problema de relaci�onde aspecto, reduciendo el
n�umero de elementos empleados en la malla. Sin embargo, �unicamente es capaz de representar
el caso en que la discontinuidad representa una fractura abierta al 
ujo. Los per�les de presi�on
y velocidad muestran que los resultados obtenidos con este modelo mejoran cuando la direcci�on
del 
ujo es preferentemente tangencial al plano de fractura. Este modelo no requiere realizar una
partici�on del dominio para establecer una discontinuidad. Por lo tanto, se considera que es el
modelo m�as pr�actico.

Aun cuando el modelo de fractura desconectada no puede representar el caso en que la discon-
tinuidad se comporta como una barrera al 
ujo, este modelo podr��a representar una alternativa
viable para modelar 
ujo a trav�es de un medio poroso fracturado.Ya que el caso m�as signi�cativo,
es cuando la discontinuidad se comporta como una fractura abiertaal 
ujo.

Es importante se~nalar que el modelo matem�atico del modelo de fractura desconectada es
adecuado para representar los casos en que la discontinuidad se comporta como una fractura
abierta al 
ujo o una barrera. Sin embargo, el m�etodo est�andar de elemento �nito no es capaz de
considerar adecuadamente las discontinuidades, raz�on por la cual no se obtiene buenos resultandos
para el caso en que la discontinuidad representa una barrera al 
ujo al utilizar este modelo.
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Conclusiones

Se aplic�o una metodolog��a sistem�atica de la modelaci�on para la construcci�on de tres modelos
de fractura discreta. Para dicha construcci�on se utiliz�o un enfoque axiom�atico de la mec�anica de
los medios continuos, as�� como nociones del m�etodo de descomposici�on de dominio.

Construcciones similares se presentaron en la revisi�on de modelos de medios porosos fractura-
dos en sus dos enfoques principales: modelos discretos y modelos continuos. Dentro del contexto
de la metodolog��a, se eligi�o el enfoque discreto para la construcci�on de los modelos, obteniendo
resultados interesantes en t�erminos del modelado de 
ujo en medios porosos fracturados.

En la literatura usualmente se establece que una ventaja conceptual importante de los mode-
los discretos, sobre los modelos continuos, para modelar medios porosos fracturados es la directa
derivaci�on y sencilla evaluaci�on del t�ermino de transferencia entre la matriz y las fracturas. Sin
embargo, esto solo se con�rm�o para el modelo de fractura expl��cita, donde los elementos que re-
presentan a las fracturas son equidimensionales al dominio. Para elmodelo de fractura discreta
mediante descomposici�on de dominio, as�� como para el modelo de fractura discreta desconectada,
donde las fracturas son representadas por elementos de dimensiones menores a las del dominio, el
t�ermino de transferencia no surge directamente, pero es derivado como una condici�on de frontera
natural. La evaluaci�on del t�ermino de transferencia en ambos modelos represent�o el principal reto.

Se realizaron simulaciones para diferentes orientaciones de la fractura con el objetivo de ve-
ri�car la robustez y precisi�on de los tres modelos de fractura discreta. En los resultados de las
simulaciones se encontr�o consistencia entre los modelos de fractura desconectada, fractura dis-
creta mediante descomposici�on de dominio y fractura expl��cita. Este �ultimo es considerado como
modelo base. Se determin�o que la direcci�on preferencial del 
ujoes un factor importante para la
presici�on de los modelos. El modelo de fractura expl��cita es capazde representar los casos en que
la discontinuidad se comporta como una fractura abierta al 
ujo o una barrera, sin embargo, la
alta relaci�on de aspecto entre el espesor de la discontinuidad y las dimensiones del dominio lo
vuelven num�ericamente ine�ciente. El modelo de fractura discreta mediante descomposici�on de
dominio tambi�en es capaz de representar a la discontinuidad como una fractura abierta al 
ujo o
una barrera, y elimina el problema de la alta relaci�on de aspecto al considerar impl��citamente el
espesor de la discontinuidad en el modelo matem�atico, pero su aplicaci�on no es pr�actica debido a
que requiere realizar un partici�on del dominio por cada discontinuidad. La presici�on del modelo
mejora cuando la direcci�on del 
ujo es preferentemente normalal plano de fractura.
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El modelo de fractura discreta desconectada, adem�as de eliminarla alta relaci�on de aspecto
no requiere particionar el dominio, sin embargo, �unicamente puederepresentar el caso en que la
discontinuidad se comporta como una fractura abierta al 
ujo. Lapresici�on del modelo mejora
cuando la direcci�on del 
ujo es preferentemente tangencial al plano de fractura. Se considera que
este modelo representa una alternativa pr�actica para modelar 
ujo en medios porosos fracturados
con un �optimo uso de los elementos de la malla.

La combinaci�on del m�etodo de elementos �nitos y el enfoque de fracturas discretas generan
una herramienta poderosa para el estudio de 
ujo en medios porosos fracturados, permitiendo
discretizar geometr��as complejas con una representaci�on expl��cita y precisa de las fracturas.

Una generalizaci�on que se puede implementar de manera inmediata ser��a considerar el modelo
de fractura discreta desconectada para representar un red defracturas discretas cuando la longi-
tud y el espesor es variable. El modelo de fractura discreta desconecta se puede extender a 
ujo
multif�asico utilizando el enfoque axiom�atico de la modelaci�on de sistemas continuos multif�asicos.
Para la extensi�on de estos modelos a tres dimensiones se pueden utilizar super�cies o pol��gonos en
el espacio para representar las fracturas, en lugar de segmentos. Debido a que las limitaciones del
modelo de fractura discreta desconectada para representar una barrera se deben a la formulaci�on
est�andar del m�etodo de elemento �nito, la cual no es capaz de representar adecuadamente las
discontinuidades, el modelo se puede extender utilizando otras formulaciones que mejoren dicha
representaci�on.

El modelo de fractura discreta desconectada se puede utilizar sobre distribuciones de fracturas
discretas generadas geoestad��sticamente, permitiendo as�� representar mejor la heterogeneidad pre-
sente en los medios porosos fracturados. Debido a la generalidad desus bases, este modelo puede
ser acoplado con otros modelos, como por ejemplo, un modelo de transporte. Tambi�en puede ser
utilizado para realizar estudios de percolaci�on.
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A continuaci�on se presenta una s��ntesis del enfoque axiom�aticode la mec�anica de los medios
continuos desarrollada a detalle por Allenet al. (1988); Herrera y D��az-Viera (2003); Herrera y Pinder
(2012). Este enfoque permite incorporar en un modelo sencillo sistemas que se presentan en dife-
rentes ramas de la ciencia e ingenir��a.

A.1. Cinem�atica de los Sistemas Continuos

La Mec�anica de los Medios Continuos proporciona las bases te�oricas para el estudio macrosc�opi-
co de la materia y su movimiento. A dicha escala los sistemas de inter�esest�an formados por una
cantidad in�nita de part��culas y se pueden considerar como un continuo de materia.

La modelaci�on de un sistema como un continuo supone que el sistemallena por completo el es-
pacio que ocupa, es decir, cada punto del sistema est�a lleno de materia, remplazando la estructura
real de la materia por un medio continuo hipot�etico. Aunque se sabeque la materia es discreta
a nivel microsc�opico, las distancias interat�omicas son mucho menores que las escalas de longitud
normalmente involucradas en la mayor��a de los problemas de ciencia e ingenier��a, para los cuales
estos modelos son considerados de alta precisi�on.

En los modelos de sistemas continuos las propiedades f��sicas de la materia est�an representadas
matem�aticamente como tensores, los cuales tienen la propiedad necesaria de ser independientes
del sistema de referencia. A su vez, los procesos f��sicos son representados mediante la evoluci�on
espacial y temporal de estos tensores.

Las leyes fundamentales, como la conservaci�on de la masa, la conservaci�on del momento y la
conservaci�on de la energ��a, se pueden aplicar a los modelos de sistemas continuos, para derivar
ecuaciones diferenciales que describan el comportamiento del sistema. Mientras que la informaci�on
especi�ca del sistema, se a~nade a trav�es de relaciones constitutivas.

En los sistemas continuos se trabaja con los promedios de sus propiedades f��sicas y existe un
elemento de volumen llamado representativo, para el cual se calculan y son v�alidos los promedios
de dichas propiedades. Este elemento de volumen in�nitesimal es llamado part��cula , donde el con-
cepto depart��cula no hace referencia a las part��culas consideradas en la Teor��a Molecular, sino a
un punto material.

Un punto espaciales un punto �jo en el espacio y unpunto material es un punto que puede
ocupar distintos puntos espaciales en su movimiento a lo largo del tiempo.

Los sistemas continuos est�an constituidos porcuerpos. Un cuerpo es un conjunto in�nito de
part��culas que en cualquier instante dado ocupa un dominio, en el sentido matem�atico, del espacio
f��sico tridimensional (ver Figura A.1).
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Figura A.1: Representaci�on esquem�atica de un cuerpoB conformado por un conjunto in�nito de
part��culas que al instante t ocupan el dominioB(t) (modi�cada de Bobok 1992).

SeaB(t) el dominio ocupado por el cuerpoB en el instantet. Todo subdominio ~B � B , cons-
tituye a su vez otro cuerpo; en tal caso, se dice que~B � B es un subcuerpo deB . En cualquier
instante de tiempot 2 (�1 ; 1 ), y en cada puntox 2 B(t) de la regi�on ocupada por el cuerpo
hay una, y solamente una part��cula del cuerpoB (ver Figura A.1).

SeaX la posici�on que ocupa una part��cula en el instante de tiempot = t0, donde t0 denota
al tiempo inicial, cualquiera que este sea, yx la posici�on que ocupa dicha part��cula en cualquier
instante de tiempo posterior al tiempo inicial,t > t 0. El vector de la posici�on que ocupa, en el
espacio f��sico, una part��cula en cualquier instante de tiempot es funci�on del vector de la posici�on
inicial X y del tiempo t, p(X ; t).

El vector de la posici�on que ocupa una part��cula en el tiempo inicial,t = t0, es

p(X ; 0) � X (A.1)

A las coordenadas del vectorX � (X 1; X 2; X 3), se les llama coordenadas materiales o lagrangianas
de la part��cula. Las coordenadas materiales o lagrangianas de una part��cula son las coordenadas
del punto del espacio f��sico que ocupaba la part��cula en el tiempo inicial, t = 0.

SeaB el dominio ocupado por un cuerpo en el tiempo inicial,t = t0, X 2 B si y solamente si
la part��cula X es una part��cula del cuerpoB .
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El dominio B (t) ocupado por el cuerpoB para cualquier instantet est�a formalmente de�nido
por

B(t) �
�

x 2 R3 j 9X 2 B y x = p(X ; t)
	

:

Las coordenadas del vector de posici�onp(X ; t) = ( p1; p2; p3) = x = ( x1; x2; x3) que ocupa el punto
material X del cuerpoB en el instantet en la con�guraci�on espacial son llamadas coordenadas
espaciales o eulerianas.

La hip�otesis b�asica de los modelos continuos establece que para cualquier instante t en cada
punto del dominio B (t) hay una y solamente una part��cula del cuerpoB . Por lo tanto, p(X ; t)
es una funci�on biun��voca, y podemos de�nir su inversa comop� 1(x; t) � X , como se muestra en
la Figura A.2.

Figura A.2: Representaci�on esquem�atica de la relaci�on entre la con�guraci�on de referencia del
cuerpoB , las coordenadas materialesX y las coordenadas espacialesx de un punto materialX 2
B (modi�cada de Allen et al. 1988).

Cada part��cula, o punto material, es identi�cada mediante su posici�on en el tiempo inicial,
p(X ; 0). Por lo tanto, para determinar la trayectoria de una part��cula solo se requiere �jar el
vector de posici�onX , que de�ne a dicha part��cula, y variar el tiempo t en la funci�on de posici�on
p(X ; t), tal como se muestra en la Figura A.3. Si �jamos el tiempot mietras se var��a el vector de
posici�on X , entonces se determina la posici�on de la regi�on que ocupa el cuerpo B en el tiempot,
es decir,B (t) = p(B ; t), ver Figura A.4.
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Figura A.3: Dada una part��cula p(X ; 0) identi�cada por su vector de posici�onX (X 1; X 2; X 3) en
el tiempo inicial, t = 0, puede determinarse su trayectoria al mantener �jo el vector de posici�on
X y var��ar el tiempo t, obteniendo las posicionesp(X ; t) para distintos instantes cuyo vector de
posici�on correspondientes esx (x1; x2; x3; ) (modi�cada de Bobok 1992).

Figura A.4: Dada una part��cula p(X ; 0), que pertenece al cuerpoB , identi�cada por su vector de
posici�on X (X 1; X 2; X 3) en el tiempo inicial, t = 0. Si se �ja el tiempo t mientras se var��a el vector
de posici�on X , se determina la transformaci�on del dominio inicial ocupado por el cuerpo B en su
posici�on ocupada en el tiempot, es decir,B (t), ya que se determina la posici�on de cada una de
las part��culas que pertenecen al cuerpoB (modi�cada de Bobok 1992).

El primer m�etodo permite obtener la trayectoria de cualquier part��cula y determinar su veloci-
dad. La velocidad como funci�on de las coordenadas materiales se puede expresar como la derivada
de la funci�on de posici�on con respecto al tiempo cuando el punto material se mantiene �jo

V(X ; t) =
@
@t

p(X ; t)
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A.2. Propiedades intensivas

En un sistema continuo, las propiedades intensivas son funciones de�nidas para cada instante
de tiempo en cada una de las part��culas, o puntos materiales, que conforman al sistema, es decir,
funciones de�nidas en cada posici�onx de cualquier part��cula X para cada instantet, por lo tanto,
son funciones puntuales. Estas pueden ser funciones escalares ovectoriales. El uso que haremos
del concepto de propiedad intensiva considera tanto a propiedades espec���cas como a propiedades
intensivas reales, debido a que ambas son funciones puntuales. Sin embargo, existe una diferen-
cia esencial entre las porpiedades espec���cas y las propiedades intensivas reales. Al integrar una
propiedad espec���ca sobre una regi�on se obtiene una propiedad extensiva, para una propiedad
intensiva real la integraci�on sobre una regi�on no tiene signi�cado f��sico.

En la mec�anica de los medios continuos existen dos formas de representar a las propiedades
intensivas. La representaci�on material, o Lagrangiana, y la representaci�on espacial, o Euclidiana.

A.2.1. Representaci�on Lagrangiana

Consideremos una propiedad intensiva escalar, tal que en el instante t toma en el punto material
X el valor

� (X ; t)

de�niendo una funci�on � : B ! R1 para cada instante de tiempot. Esta representaci�on de la
propiedad intensiva est�a en funci�on de variables materiales, motivo por el cual recibe el nombre
de representaci�on material o Lagrangiana.

A.2.2. Representaci�on Euleriana

Consideremos la misma propiedad intensiva escalar, tal que en el instante t toma en el punto
espacialx ocupado por la part��cula X el valor

 (x; t)

de�niendo una fuci�on  : B (t) ! R1 para cada instante de tiempot. Esta representaci�on de la
propiedad intensiva est�a en funci�on de variables espaciales, motivo por el cual recibe el nombre
de representaci�on espacial o Euleriana.

Toda propiedad que sea funci�on de las variables espaciales (x; t) tambi�en es una funci�on de
las variables materiales (X ; t), y viceversa. Debido a que ambas representaciones satisfacen las
siguientes identidades

� (X ; t) �  
�
p(X ; t); t

�
(A.2)

 (x; t) � � (p� 1(X ; t); t) (A.3)
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A.2.3. La derivada material

La derivada con respecto al tiempo de una propiedad expresada ent�erminos de variables
materiales es llamada derivada material. Por lo tanto, para obtener laderivada material de una
propiedad intensiva, se utiliza su representaci�on material o Lagrangiana, � (X ; t), es decir

@
@t

� (X ; t)

Si se derivan con respecto al tiempo ambos lados de la ecuaci�on A.2,utilizando la regla de deri-
vaci�on de una funci�on compuesta se obtiene

@�
@t

(X ; t) =
@ 
@t

(p(X ; t); t) +
@
@t

p(X ; t) � r  (p(X ; t); t)

sustituyendo la posici�on de la part��cula X por x, la ecuaci�on anterior se puede escribir como

@�
@t

(X ; t) =
@ 
@t

(x; t) + v(x; t) � r  (x; t)

la cual es la representaci�on Euleriana de la derivada material. Para dicha representaci�on se
establece un operador denotado porD=Dt y de�nido como

D
Dt

=
@
@t

+ v � r (A.4)

A.3. Propiedades extensivas

Las propiedades extensivas son funciones de�nidas para cada instante de tiempo en cada uno
de los cuerpos que conforman al sistema, es decir, funciones de�nidas en cada cuerpoB para cada
instante t denotadas porE(B; t), por lo tanto, son funciones de conjunto que pueden expresarse
como una integral sobre la regi�onB (t)

E(t) =
Z

B (t)

 (x; t)dx (A.5)

donde  (x; t) es la representaci�on euleriana de la propiedad intensiva asociada ala propiedad
extensiva.

Esta ecuaci�on establece una correspondencia biun��voca entre propiedades extensivas e intensi-
vas, dado que la integral de la representaci�on Euleriana de cualquier propiedad intensiva, corres-
pondiente a una propiedad espec���ca, sobre el dominio ocupado por cualquier cuerpo de�ne una
propiedad extensiva.

Al de�nir a la propiedad intensiva como la propiedad por unidad de volumen, la correspon-
dencia entre propiedades extensivas e intensivas es m�as directa:dada una propiedad extensiva, la
propiedad intensiva asociada es la funci�on que aparece como integrando, cuando aquell�a se expresa
como una integral de volumen.
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A.4. Ecuaci�on de balance global

El estado de un sistema material puede ser determinado a trav�esde las propiedades extensivas
involucradas y las interacciones del sistema con sus fronteras. Por lo tanto, los modelos matem�ati-
cos de los sistemas continuos est�an constituidos por balances de propiedades extensivas, en cada
uno de los cuerpos que conforman al sistema.

La hip�otesis b�asica desde el punto de vista f��sico para la formulaci�on de las ecuaciones de
balance de las propiedades extensivas en la teor��a de sistemas continuos se puede enunciar de la
siguiente manera:cualquier variaci�on de la propiedad extensiva proviene delo que se genera o se
destruye dentro del cuerpo o de lo que entra o sale a trav�es desu frontera, esto se puede expresar
matem�aticamente como

d
dt

E(t) =
Z

B (t)

g(x; t)dx +
Z

@B(t)

� (x; t) � ndx +
Z

�( t )

g� (x; t)dx (A.6)

donde

g(x; t) es el lo que se genera o se destruye en el interior del cuerpoB(t),

� (x; t) es lo que entra o sale a trav�es de la frontera del cuerpo@B(t) y

g� (x; t) es lo que se genera o se destruye en el interior del cuerpo �(t) (ver �gura A.5).

Figura A.5: Representaci�on esquem�atica de un cuerpo materialB (t) moviendose a una velocidad
v con frontera@B(t), donde n es el vector unitario normal apuntando hacia afuera. La super�cie
de discontinuidad �( t) tiene vector normaln� y se mueve con velocidadv� .
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A.5. Ecuaciones de balance local

Las ecuaciones de balance correspondientes a una colecci�on de propiedades extensivas constitu-
yen a los modelos de los sistemas continuos, de esta manera, a cada sistema continuo le corresponde
una familia de propiedades extensivas, tal que, el modelo matem�atico del sistema est�a constituido
por las condiciones de balance de cada una de las propiedades extensivas de dicha familia. Sin
embargo, las propiedades extensivas mismas no se utilizan directamente en la formulaci�on del
modelo, en su lugar se usan las propiedades intensivas asociadas a cada una de ellas. Esto es
posible porque lasecuaciones de balance globalson equivalentes a las llamadascondiciones de
balance local, las cuales se expresan en t�erminos de las propiedades intensivas correspondientes.
Las condiciones de balance local son de dos clases: las ecuaciones diferenciales de balance local y
las condiciones de salto.

A.5.1. Ecuaci�on diferencial de balance local

Son ecuaciones diferenciales parciales que se deben satisfacer en cada punto del espacio ocupado
por el sistema continuo, y son de la forma:

@ 
@t

+ r � ( v ) = g + r � � 8x 2 B(t) n �( t) (A.7)

desarrollando la divergencia en el lado izquierdo
@ 
@t

+ v � r  +  r � v = g + r � � 8x 2 B(t) n �( t) (A.8)

por de�nici�on de derivada material de  , obtenemos
D 
Dt

+  r � v = g + r � � 8x 2 B(t) n �( t) (A.9)

Por lo tanto, la ecuaci�on diferencial de balance local puede expresarse en t�erminos de la derivada
material, que usaremos para expresar la ecuaci�on diferencial de balance local de las ecuaciones
b�asicas de la mec�anica de medios continuos.

A.5.2. Ecuaci�on de salto de balance local

Las condiciones de salto son ecuaciones algebraicas que las discontinuidades deben satisfacer
donde ocurren, es decir, en cada punto de la super�cie de discontinuidad �( t). Las propiedades
intensivas pueden tener discontinuidades de salto exclusivamente atrav�es de la super�cie �( t),
donde los l��mites por ambos lados de �(t) existen, pero son diferentes.

[[ (v � v� ) � � ]] � n� = g� 8x 2 �( t): (A.10)

donde [[f ]] = l��m
x! � +

f (x) � l��m
x! � �

f (x) es el salto de la funci�onf .

Las ecuaciones diferenciales de balance local son de uso mucho m�asamplio que las condiciones
de salto, pues estas �ultimas �unicamente se aplican en problemas decar�acter especial donde las
propiedades intensivas son discontinuas, mientras que las primerasen todo punto del espacio
ocupado por el sistema continuo.
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A.6. Teoremas

En esta secci�on, enunciamos los teoremas que se utilizar�an en la derivaci�on de las condiciones
de balance local, a partir de la ecuaci�on de balance global.

A.6.1. Teorema de Gauss extendido

SeaB(t) una regi�on conexa con frontera@B(t) donden es un vector normal unitario y� (x; t)
una funci�on vectorial continuamente diferenciable enB(t) excepto en �( t) con vector normal
unitario n� , entonces Z

@B(t)

� � ndx =
Z

B (t)

r � � dx +
Z

�( t )

[[� ]] � n� dx (A.11)

A.6.2. Teorema de transporte de Reynolds extendido

SeaB(t) una regi�on conexa (el dominio de un cuerpo) con velocidadv y �( t) una super�cie
que interseca aB(t), con vector normal unitario n� y velocidadv� . Si  (x; t) es una funci�on de
valores reales de�nida enB(t) continuamente diferenciable excepto en la super�cie �(t), entonces

d
dt

Z

B (t)

 (x; t)dx =
Z

B (t)

�
@ 
@t

+ r � ( v )
�

dx +
Z

�( t )

[[ (v � v� )]] � n� dx (A.12)

A.6.3. Lema de Dubois-Reymond extendido

Seaf (x) continua excepto en �(t) y g(x) continua en �( t). Si
Z

B (t)

f (x)dx +
Z

�( t )

g(x)dx = 0 (A.13)

entonces f (x) = 0 ; 8x 2 B(t) n �( t) y g(x) = 0 ; 8x 2 �( t).
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A.7. De la ecuaci�on de balance global
a las ecuaciones de balance local

A�rmamos que en un sistema continuo, laecuaci�on de balance global, se satisface para todo
cuerpo del sistema continuo, si y solamente si, se cumplen lascondiciones de balance local. En
efecto, sustituyendo en la ecuaci�on de balance global (A.6) la de�nici�on de propiedad extensiva
(A.5)

d
dt

Z

B (t)

 dx =
Z

B (t)

g dx+
Z

@B(t)

� � ndx +
Z

�( t )

g� dx (A.14)

aplicando al segundo sumando (A.11) el teorema de Gauss extendido

d
dt

Z

B (t)

 dx =
Z

B (t)

g dx +
Z

B (t)

r � � dx +
Z

�( t )

[[� ]] � n� dx +
Z

�( t )

g� dx

=
Z

B (t)

(g + r � � ) dx +
Z

�( t )

([[� ]] � n� + g� ) dx (A.15)

aplicando en la izquierda (A.12) el teorema de transporte de Reynolds extendido

Z

B (t)

�
@ 
@t

+ r � ( v )
�

dx +
Z

�( t )

[[ (v � v� )]] � n� dx

=
Z

B (t)

(g(x; t) + r � � )dx +
Z

�( t )

([[� ]] � n� + g� (x; t))dx (A.16)

agrupando t�erminos del lado izquierdo de la igualdad

Z

B (t)

�
@ 
@t

+ r � ( v ) � (g(x; t) + r � � )
�

dx

+
Z

�( t )

([[ (v � v� ) � � ]] � n� � g� (x; t))dx = 0 (A.17)

aplicando (A.13) el lema de Dubois-Reymond extendido, obtenemos laecuaci�on de balance local
y la condici�on de salto de balance local respectivamente:

@ 
@t

+ r � ( v ) = g(x; t) + r � � ; 8x 2 B(t) n �( t) (A.18)

[[ (v � v� ) � � ]] � n� = g� (x; t); 8x 2 �( t) (A.19)



158 AP �ENDICE A. MODELACI �ON MATEM �ATICA DE SISTEMAS CONTINUOS

A.8. Modelos multif�asicos

La metodolog��a para modelar sistemas continuos multif�asicos se aplica de la misma manera
que para sistemas continuos de una sola fase. Se identi�ca a un conjunto �nito, o familia, de
propiedades extensivas. A cada una de las propiedades extensivasde esa familia se les impone la
condici�on de satisfacer la ecuaci�on de balance global en cada cuerpo del sistema continuo, lo cual
es equivalente a la ecuaci�on diferencial de balance local y a la condici�on de salto.

Las fases contienen varios componentes superpuestos que se mueven a la misma velocidad. Si
consideramos un sistema conN fases donde cada fase tieneM � componentes y a cada componente
le corresponde una propiedad intensiva �


 asociada a la propiedad extensivaE �

 , donde� denota

el n�umero de la fase (� = 1; :::; N ) y 
 denota el n�umero de la componente dentro de dicha fase
(
 = 1; :::; M � ), entonces las ecuaciones de balance globlal, al igual que las ecuaciones de balance
local, se plantean por componentes. Lapropiedad intensivaasociada a la propiedad extensivaE �




es �

 (x; t):

E �

 (t) =

Z

B (t)

 �

 (x; t)dx (A.20)

Ecuaciones de balance global

d
dt

E �

 (t) =

Z

B (t)

g�

 (x; t)dx +

Z

@B(t)

� �

 (x; t) � n(x; t)dx +

Z

�( t )

g�
�

 (x; t)dx (A.21)

Ecuaciones diferenciales de balance local
@
@t

 �

 + r � ( �


 v� ) = g�

 + r � � �


 ; 8x 2 B(t) n �( t) (A.22)

Condiciones de salto de balance local
��

 �

 (v� � v�

� ) � � �



��
� n� = g�

�

 ; 8x 2 �( t) (A.23)

A.9. Modelos completos

En general las ecuaciones diferenciales tienen muchas soluciones, por lo que es necesario com-
plementarlas con condiciones iniciales y de frontera. El modelo de un sistema continuo es completo
si de�ne un problema bien planteado. Un problema de valores iniciales yde frontera es bien plan-
teado si se cumple que existe una �unica soluci�on y �esta depende de las condiciones iniciales y de
frontera de manera cont��nua.

A.9.1. Condiciones iniciales

Cuando en la ecuaci�on diferencial interviene el tiempo, se incluyen condiciones iniciales que
expresan el valor de la funci�on al tiempo inicialt = 0.

c(x; 0) = c0(x) (A.24)
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A.9.2. Condiciones de frontera

Se imponen en la frontera exterior del dominio

(a) Dirichlet

Especi�ca los valores que toma la funci�onc(x; t) en la frontera @B(t)

c(x; t) = f (x) (A.25)

(b) Neumman

Se prescribe la derivada normal en la frontera, por lo tanto aqu�� se conoce el valor de la derivada
de la funci�on c(x; t) con respecto a la normaln a lo largo de la frontera@B(t)

r c(x; t) � n = g(x) (A.26)

(c) Robin

Esta condici�on es una combinaci�on lineal de las dos anteriores.

a(x)c(x; t) + b(x)r c(x; t) � n = 
 (x; t) (A.27)


 (x; t) es la funci�on prescrita en la frontera exterior.

Para obtenermodelos completos, adem�as de las condiciones de balance local, ecuaci�on dife-
rencial de balance local y condici�on de salto de balance local, es necesario evaluar lageneraci�on
interna, determinada porg(x; t) y g� (x; t), y el camplo de 
ujo � (x; t), en t�erminos de las funcio-
nes conocidas de las propiedades intensivas asociadas. A trav�es de estas ecuaciones constitutivas,
se integra el conocimiento cient���co y tecnol�ogico en los modelos matem�aticos, todo depende de
la clase de los procesos involucrados. En conclusi�on, los modelos de los sistemas continuos est�an
constituidos por:

Una colecci�on de propiedades intensivas y extensivas.

Un conjunto de condiciones de balance local correspondientes a cada propiedad intensiva, en
cada una de las cuales, la velocidad de los puntos materiales es la de la fase correspondiente.

Condiciones iniciales y de frontera que deben satisfacer las propiedades intensivas.

Su�cientes relaciones que ligan a las propiedades intensivas entre s�� y que de�nen ag, � y v
en t�erminos de �estas, conocidas como leyes constitutivas.



160 AP �ENDICE A. MODELACI �ON MATEM �ATICA DE SISTEMAS CONTINUOS

A.10. Ecuaciones de balance de masa

M (t) =
Z

B (t)

� (x; t)dx (A.28)

Propiedad extensiva: masa
E(t) � M (t) (A.29)

Propiedad intensiva: densidad
 (x; t) � � (x; t) (A.30)

Ecuaci�on de balance global

d
dt

M (t) =
Z

B (t)

g(x; t)dx +
Z

@B(t)

� (x; t) � ndx +
Z

�( t )

g� (x; t)dx (A.31)

Ecuaci�on diferencial de balance local
@�
@t

+ r � (�v ) = g + r � �; 8x 2 B(t) n �( t): (A.32)

Ecuaci�on de salto de balance local

[[� (v � v� ) � � ]] � n� = g� ; 8x 2 �( t): (A.33)

donde

g(x; t) es la masa que se genera o se destruye en el interior del cuerpoB(t).

� (x; t) es la masa que entra o sale a trav�es de la frontera del cuerpo@B(t)

g� (x; t) es la masa que se genera o se destruyen en el interior del cuerpo �(t)

A.10.1. Ecuaciones de conservaci�on de masa

Como un caso particular, se pueden obtener las ecuaciones que describen el principio de con-
servaci�on de la masa. Si g(x; t) = g� (x; t) = � (x; t) � 0

Ecuaci�on de balance global
d
dt

M (t) = 0 (A.34)

Ecuaci�on diferencial de balance local
@�
@t

+ r � (�v ) = 0 ; 8x 2 B(t) n �( t): (A.35)

tambi�en conocida comoecuaci�on de continuidad.

Ecuaci�on de salto de balance local

[[� (v � v� )]] � n� = 0 ; 8x 2 �( t): (A.36)
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B.1. Derivaci�on del M�etodo de Elementos Finitos

El m�etodo de elementos �nitos se puede formular a partir del M�etodo de Residuos Pesados
(Allen et al., 1988). Comenzaremos con el problema de ecuaciones diferenciales parciales con va-
lores en la frontera y delinearemos el procedimiento t��pico para derivar su contra parte d�ebil.

Dada la ecuaci�on diferencial

L xu = f 
 ; 8x 2 
 (B.1)

donde:

L xu � �r �
�
a � r u

�
+ r � (bu) + cu (B.2)

es el operador el��ptico general de segundo orden ya, by c son una matriz, un vector y un escalar
de coe�cientes respectivamente, que en general son funciones de�nidas en 
 2 Rd, (d = 1; 2; 3),
con condiciones de frontera tipo Neumann y Dirichlet. El problema estar��a dado por

� r �
�
a � r u

�
+ r � (bu) + cu = f 
 ; 8x 2 
 (B.3)

u = u@D ; 8x 2 @D 
 (B.4)

�
a � r u � bu

�
� n = u@N ; 8x 2 @N 
 (B.5)

Si se de�ne

R (x; u) � L u (x) � f 
 (x) ; 8x 2 
( t) (B.6)

dondeR (x; u) es el residuo (error).

Si u (x) es la soluci�on exacta, entoncesR (x; u) � 0, pero para cualquier otrau (x), por ejem-
plo, una soluci�on aproximada ~u (x) del problema,R (x; ~u) no ser�a cero en cada puntox 2 
.

Sin embargo, el m�etodo de residuos pesados tiene como objetivo elegir a la ~u (x) que haga
m��nimo el residuo (error) en alg�un sentido. Si se realiza el primer paso para derivar la forma d�ebil
del problema original, es decir, la transformaci�on de la ecuaci�on diferencial parcial a una ecuaci�on
integral, resulta que:

Z




vR (x; ~u) dx =
Z




v (L ~u � f 
 ) dx = 0 (B.7)

Se puede observar que la soluci�on aproximada ~u es �optima, es decirR (x; ~u) � 0, en el sentido
del promedio ponderado, dondev es una funci�on de peso que se utiliza para promediar la ecuaci�on.
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Derivaci�on de la formulaci�on d�ebil

El primer paso para derivar la forma d�ebil consiste en multiplicar la ecuaci�on original B.3 por
una funci�on de pesov arbitraria (o familia de funciones) e integrar sobre el dominio 


Z




v
�

�r �
�
a � r u

�
+ r � (bu) + cu

	
dx =

Z




vf 
 dx (B.8)

donde v es una funci�on continua, al menos a tramos, bastar�a quev 2 C0 (
). Una funci�on u
pertenece aCk (
) si todas sus derivadas hasta de ordenk son continuas.

La transformaci�on de la ecuaci�on diferencial parcial en esta ecuaci�on integral es seguida de
un segundo paso: Aplicar el teorema de Gauss de la divergencia -el cual se deriva de la primera
formula de Green - sobre los integrandos con derivadas de segundoorden.

como

r �
�

v
��

a � r u
�

� (bu)
�	

= r v �
��

a � r u
�

� (bu)
�

+ v
�

r �
��

a � r u
�

� (bu)
�	

(B.9)

r �
�
va � r u � vbu

�
= r v � a � r u � r v � bu + v

�
r �

�
a � r u

�
� r � (bu)

�
(B.10)

entonces
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+
Z




v
�
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a � r u

�
� r � (bu)

�
dx

(B.11)

Reordenando la ecuaci�on anterior
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v
�
r �

�
a � r u

�
� r � (bu)

�
dx =
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�
r v � a � r u � r v � bu

�
dx

�
Z




r �
�
va � r u � vbu

�
dx

(B.12)

Aplicando el teorema de Gauss de la divergencia al segundo t�erminodel lado derecho de la
ecuaci�on anterior
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Z




r �
�
va � r u � vbu

�
dx =

Z

@


�
va � r u � vbu

�
� n dx (B.13)

Sustituyendo la igualdad B.13 en la ecuaci�on B.12
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�
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a � r u

�
� r � (bu)

�
dx =

Z




�
r v � a � r u � r v � bu

�
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�
Z
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�
va � r u � vbu

�
� n dx

(B.14)

Por lo tanto, la ecuaci�on B.8 puede reescribirse como

Z




�
r v �

�
a � r u � bu

�
+ cuv

	
dx �

Z

@


�
va � r u � vbu

�
� n dx =

Z




vf 
 dx (B.15)

donde@
 es la frontera del dominio 
 y n el vector unitario normal hacia afuera del dominio.
La integral sobre la frontera es responsable de la interacci�on conlos alrededores de 
. Las condi-
ciones de frontera describen esta interacci�on y vuelven �unico elproblema.

La integral sobre la frontera@
 se puede descomponer como la suma de las integrales sobre las
dos subfronteras@D 
 y @N 
. Donde @D 
 representa a la parte de la frontera@
 con condiciones
tipo Dirichlet y @N 
 la parte con condiciones tipo Neumann.

Z

@


v
�
a � r u � bu

�
� n dx =

Z

@D 


v
�
a � r u � bu

�
� n dx +

Z

@N 


v
�
a � r u � bu

�
� n dx (B.16)

Entonces podemos reescribir la ecuaci�on B.15 como

Z




�
r v �

�
a � r u � bu

�
+ cuv

	
dx �

Z

@D 


v
�
a � r u � bu

�
� n dx

�
Z

@N 


v
�
a � r u � bu

�
� n dx =

Z




vf 
 dx

(B.17)

Sin embargo, se requiere que la funci�on de prueba se desvanezca en la parte de la frontera
donde se ha establecido la condici�on tipo Dirichlet. Las funciones de prueba son an�alogas a una
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primera variaci�on en u (v � �u ) y por lo tanto si u es especi�cada en un punto su variaci�on en ese
punto debe ser cero, lo cual implica quev = 0 sobre @D 
. Por lo tanto, la ecuaci�on B.15 puede
reescribirse como

Z




�
r v �

�
a � r u � bu

�
+ cuv

	
dx �

Z

@N 


v
�
a � r u � bu

�
� n dx =

Z




vf 
 dx (B.18)

Sin embargo, sabemos que
�
a � r u � bu

�
� n = u@N sobre@N 
. Sustituyendo esta igualdad en

la ecuaci�on anterior y reordenando los t�erminos se tiene
Z




�
r v �

�
a � r u � bu

�
+ cuv

	
dx =

Z




vf 
 dx +
Z

@N 


vu@N dx (B.19)

La expresi�on del lado izquierdo es lineal enu y v. Esto es una forma bilineal de las variables
u y v, mientras que la expresi�on del lado derecho es lineal env.

En la ecuaci�on B.19 aun no se ha impuesto la condici�on de frontera tipo Dirichlet, u = u@D

sobre@D 
.

Sin especi�car los espacios donde se encuentranu y v, la formulaci�on d�ebil puede ser descrita
como sigue:

Encontrar u tal que u = u@D sobre@D 

Z




�
r v �

�
a � r u � bu

�
+ cuv

	
dx =

Z




vf 
 dx +
Z

@N 


vu@N dx (B.20)

para toda v tal que v = 0 sobre @D 
.

Las condiciones de frontera aparecen en lugares muy diferentes de esta formulaci�on. La con-
dici�on de frontera tipo Dirichlet es impuesta aparte de la formulaci�on e involucra la imposici�on
homog�enea de la funci�on de pruebav. �Esta es llamada una condici�on de frontera esencial. La
condici�on tipo Neumann aparece dentro de la formulaci�on.�Esta es llamada condici�on de frontera
natural.

Que una condici�on de frontera sea esencial o natural no est�a inherentemente relacionado con el
tipo de condici�on de frontera, sino con el rol de la condici�on de frontera en la formulaci�on. Por lo
tanto una condici�on de frontera esencial se re�ere a una condici�on que ha sido impuesta, mientras
que una condici�on de frontera natural es aquella que aparece dentro de la formulaci�on.

Si de�nimos los espacios donde se encuentranu y v, comoV y V̂ , respectivamente. La ecuaci�on
B.20 est�a supuesta para admitir todas lasu y v que pertenecen a alg�un espacio de funcionesV y V̂ .
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La declaraci�on apropiada del problema en su forma d�ebil, es la siguiente: encontrar u 2 V tal
que

Z




�
r v �

�
a � r u � bu

�
+ cuv

	
dx �

Z

@


�
va � r u � vbu

�
� n dx

=
Z




vf 
 dx; 8v 2 V̂

(B.21)

donde los espacios de prueba y ensayo (V̂ y V) est�an de�nidos como:

V = f u 2 H 1 (
) : u = u@D sobre @
 g (B.22)

V̂ = f v 2 H 1 (
) : v = 0 sobre @
 g (B.23)

DondeH k (
) es el espacio de Sobolev, que contiene funcionesu(x) tales queu(x)2 y jr u(x)j2

tienen integrales �nitas sobre 
 hasta ordenk, es decir
Z




ju(x)j2dx < 1 (B.24)

Esto es un poco menos restrictivo queC0 (
).

Se debe observar que en la formulaci�on d�ebil B.21 solo aparecen t�erminos con primeras deri-
vadas enu y v, por lo tanto, bastar�a que estas integrales est�en bien de�nidaspara poder calcular
la forma d�ebil.

Al reducir el orden de las derivadas, tanto enu como env, se pueden elegir funcionesu y v
que son continuas pero no continuamente diferenciables, es decir,u y v no necesitan pertenecer a
C1 (
). Esto proporciona mayor libertad para seleccionar las aproximaciones de prueba y ensayo,
debido a que hay muchas m�as funciones que pertenecen aC0 (
) que a C1 (
).

Para que la soluci�on a la ecuaci�on en su formulaci�on fuerte B.3 tenga sentido,u 2 C2 (
), es
decir, u debe ser continuamente diferenciable hasta segundo orden.

La soluci�on de la ecuaci�on diferencial parcial original debe hallarseen un espacio de funciones
donde las derivadas tambi�en son continuas, pero el espacio de Sobolev H 1 (
) acepta funciones
con derivadas discontinuas. Este requisito m�as d�ebil en la continuidad deu en la declaraci�on d�ebil,
causada por la integraci�on por partes, tiene grandes repercusiones practicas cuando se construyen
elementos �nitos.
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Para resolver la ecuaci�on num�ericamente se necesita transformar el problema d�ebil continuo
en un problema d�ebil discreto. Esto se hace al introducir espacios�nitos de prueba y ensayo, a
menudo denotados porVh � V y V̂h � V̂ entonces se debe encontrar unauh 2 Vh � V tal que

Z




�
r vh �

�
a � r uh � buh

�
+ cuhvh

	
dx �

Z

@


�
vha � r uh � vhbuh

�
� n dx

=
Z




vhf 
 dx; 8vh 2 V̂h � V̂

(B.25)

La elecci�on de Vh y V̂h depende directamente del tipo de elemento �nito que se aplique al
problema.

Por ejemplo, seleccionando los bien conocidos elementos triangulares lineales con tres nodos,
implica que Vh y V̂h son los espacios de todas las funciones lineales a tramos sobre una malla de
tri�angulos, donde las funcionesVh son igual au@y aquellas enV̂h son cero sobre la frontera.

Aproximaci�on de elemento �nito

Las funciones de base que son independientes pueden ser usadas para aproximar una funci�on
en un espacio dimensional �nito. En el m�etodo de elemento �nito, eldominio es particionado
en m elementos que no se traslapan, tal que 
 =

S m
e=1 
 e. Cada v�ertice de un elemento es un

nodo, y la coordenadax j del nodo j es llamada coordenada nodal. Por lo tanto, si el dominio
est�a representado porn nodos, podemos aproximaru(x) mediante uh, dondeh es una medida del
espaciamiento nodal, con

uh(x) = ~u + u0 (B.26)

~u =
nX

j =1

� j (x)uj (B.27)

donde� j (x) son las funciones de base,uj son los valores nodales yu0 es una funci�on que satis-
face las condiciones de frontera. Las funciones de base para cadanodo son diferente de cero solo
sobre ciertos los elementos a los que est�an �jos. Esto provee localidad, lo que lleva a una matriz
dispersa. Por ello, para cualquier puntox, como m�aximo dos funciones de base contribuyen en la
sumatoria dada en la ecuaci�on B.26. Esto conduce a la formulaci�on est�andar de elemento �nito de
desarrollar funciones de base que est�an restringidas a los elementos, conocidas como funciones de
forma.
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Usando la aproximaci�on de elemento �nito en la formulaci�on d�ebil discreta expresada en la
ecuaci�on B.25 nos limitamos a las funciones que son de la forma expresada en la ecuaci�on B.26.
Sustituyendo la igualdad B.25 en la ecuaci�on B.26

nX

j =1

uj

Z
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�
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vhf 
 dx; 8vh 2 V̂h � V̂

(B.28)

ahora que se tienenn inc�ognitas, se necesitann ecuaciones independientes para obtener una
�unica soluci�on para las uj . Una selecci�on obvia es establecervh = � i , la formulaci�on d�ebil discreta
ser��a

nX

j =1

uj

Z
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dx �
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� i f 
 dx; i = 1:::n

(B.29)

Esto genera un sistema de ecuaciones lineales:

Kd = f

donde

K ij =
Z




�
r � i �

�
a � r � j � b� j

�
+ c� j � i

	
dx

f i =
Z




� i f 
 dx +
Z

@


�
� i a � r u0 � � i bu0

�
� ndx

d = f u1; u2; :::; ungT

Las condiciones de frontera esenciales son impuestas modi�candoK y f .
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B.2. Formulaci�on d�ebil

Resolver problemas de ecuaciones diferenciales parciales es m�as sencillo si el problema es ex-
presado en su forma d�ebil. Los problemas de ecuaciones diferenciales parciales tienen restricciones
muy fuertes, ya que demandan que las funciones involucradas seanlo su�cientemente suaves. En
cambio, la formulaci�on d�ebil requiere menor suavidad en las funciones que �esta admite, ya que es
m�as d�ebil en sus restricciones. Sin embargo, cualquier problema en su forma d�ebil con valores en
las fronteras corresponde a un problema de ecuaciones diferenciales parciales con valores en las
fronteras y viceversa.

El procedimiento para convertir un problema de ecuaciones diferenciales parciales en su forma
d�ebil consiste en multiplicar la ecuaci�on diferencial parcial por unafunci�on v, integrar la ecuaci�on
resultante sobre el dominio, y desarrollar la integraci�on por partes de los t�erminos con derivadas
de segundo orden. La funci�on desconocida a ser aproximadau es llamada funci�on a prueba (trial
function) mientras que la funci�on v que multiplica a la ecuaci�on diferencial es llamada funci�on de
prueba (test function). �Esta prueba la ecuaci�on que satisfaceu. En lugar de obtener una soluci�on
que satisface a la ecuaci�on en cada punto del dominio 
, se obtiene una soluci�on aproximada que
satisface una versi�on promedio de la ecuaci�on original. Por lo tanto, v tiene el papel de una funci�on
de peso, es decir, una funci�on que se utiliza para promediar la ecuaci�on en el sentido del promedio
ponderado. Sin embargo, se deben especi�car adecuados espacios de funciones para las funciones
de pruebav y a pruebau.

Adem�as, si se utilizan elementos �nitos para la discretizaci�on del espacio, la formulaci�on d�ebil
facilita el tratamiento de los problemas mediante m�etodos num�ericos de ecuaciones diferenciales
parciales.

B.3. Funciones de prueba

Una funci�on, u, es llamada soluci�on d�ebil de la ecuaci�on diferencial parcial si resuelve la ecua-
ci�on d�ebil para varias funciones de prueba,v, diferentes. Es decir, no solo se considera una funci�on
de prueba, si no quev representa a una clase entera de funciones de prueba donde cadauna
corresponde a una ecuaci�on. Por supuesto, no se puede considerar todas las posibles funciones
de prueba, esto resultar��a en una cantidad in�nita de ecuaciones.Se requiere un n�umero �nito
de funciones de prueba elegidas acertadamente. Aqu�� es donde los elementos �nitos entran en juego.

Antes de realizar el estudio del comportamiento de un sistema, se requiere realizar la discreti-
zaci�on espacial de su dominio, es decir, el dominio computacional necesita ser mallado. Al mallar
se divide la geometr��a en un conjunto de peque~nos elementos. Lasfunciones prueba pueden en-
tonces ser de�nidas utilizando polinomios sobre cada elemento tal que sean diferentes de cero solo
en un peque~no grupo de elementos adyacentes e igual a cero fuera del grupo. El tipo m�as com�un
de polinomios, construidos de esta manera, son conocidos como polinomios de Lagrange.
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Dado que las funciones de prueba asociadas con diferentes elementos de malla son indepen-
dientes, la malla efectivamente decide el n�umero de funciones de prueba, as�� como su resoluci�on
espacial. Entonces, la soluci�on resultante del c�alculo es en realidad una superposici�on de todas las
funciones de prueba involucradas. Aunque la soluci�on real podr��aser una funci�on compleja, �esta
puede ser aproximada como una combinaci�on de funciones simples.

Entre m�as �na sea la malla, m�as funciones de forma est�an involucradas y la soluci�on ser�a mejor.
Si continuamos re�nando la malla hasta que la soluci�on no cambie, se tendr�a un estudio de conver-
gencia de malla exitosamente realizado y es probable que la soluci�on sea una buena aproximaci�on
de la soluci�on de la ecuaci�on diferencial parcial original.

B.4. La sintaxis de COMSOL Multiphysics R


Para expresar la forma d�ebil en la sintaxis de COMSOL MultiphysicsR
 , el software provee el
operadortest, el cual es utilizado para expresar las funciones de prueba,v. El operadortest opera
sobre la variable dependiente,u, y sus derivadas (COMSOL, 2008), esto es:

v � test(u)

En COMSOL Multiphysics R
 la sintaxis para la primera derivada parcial es:

@u
@x

� ux

As�� mismo, las derivadas parciales de la funci�on de prueba est�an expresadas como:

@v
@x

� test(ux)

La raz�on para asociar las funciones de prueba con la soluci�on de esta manera es que si la
soluci�on es representada utilizando una base polinomial sobre la malla, como se describi�o anterior-
mente, utilizando la misma base para las funciones de prueba se garantiza que el sistema discreto
contenga el mismo n�umero de inc�ognitas y ecuaciones.

La forma d�ebil en COMSOL Multiphysics R
 considera la siguiente igualdad

0 = weak

dondeweakes el t�ermino donde debe ingresarse la formulaci�on d�ebil de acuerdo con la nota-
ci�on de COMSOL Multiphysics R
 . Por lo tanto, no es necesario incluir el signo igual dentro de la
formulaci�on, debido a que la forma d�ebil de ecuaciones diferenciales parciales est�a igualada a cero.
Es importante remarcar que esta traducci�on es normalmente realizada de forma autom�atica, ya
que COMSOL MultiphysicsR
 necesita la forma d�ebil para proceder con el c�alculo. Sin embargo,
tambi�en es posible introducir una forma d�ebil como usuario.

Entender la forma d�ebil nos permitir�a escribir nuestras propias ecuaciones cuando no est�e dis-
ponible una interfaz integrada para la f��sica particular involucrada en nuestro modelo.
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Se obtiene una soluci�on semi-anal��tica para la ecuaci�on (5.35) conel objetivo de veri�car la
exactitud de la soluci�on num�erica.

El medio poroso es isotr�opico, por lo tantoK = kI , dondeI es el tensor identidad.

En coordenadas cil��ndricas (r; �; x 3) la ecuaci�on (5.35) tiene la forma:

��c t
@p
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=
1
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@
@r
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r�k
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@z
@r
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�
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Figura C.1: Representaci�on esquem�atica de 
ujo radial

Si de�nimos

� =
k

��c t
(C.1)

entonces la ecuaci�on (C.1) se reduce a

1
�

@p
@t

=
@2p
@r2

+
1
r

@p
@r

(C.2)

Por lo tanto, la presi�on p es �unicamente una funci�on der y t. Es decir, el 
ujo es unidimensional
en la direcci�on radial. Se procede a encontrar una soluci�on anal��tica a la ecuaci�on unidimensional
(C.2).

Condici�on inicial:
p(r; 0) = po con r 2 [0; 1 ) y po = cte: (C.3)

Condiciones de frontera:

p(r; t ) = po con r �! 1 y t � 0 (C.4)

r
@p
@r

=
Q�

2�kH
con r �! 0 y t > 0 (C.5)
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donde
r = radio del pozo
Q = gasto �jo de producci�on del pozo
� = viscosidad del 
uido
k = permeabilidad del medio poroso
H = espesor

Para resolver la ecuaci�on C.2 se introduce el cambio de variable de Boltzmann

y =
r 2

4t�
con t > 0 (C.6)

entonces se puede ver que:
@p
@r

=
dp
dy

r
2t�

(C.7)

@2p
@r2

=
d2p
dy2

�
r

2t�

� 2

+
dp
dy

1
2t�

(C.8)

@p
@t

= �
dp
dy

r 2

4t2�
(C.9)

Sustituyendo (C.7), (C.8) y (C.9) en (C.2)

y
d2p
@y2

+ (1 + y)
dp
@y

= 0 (C.10)

Para resolver esta ecuaci�on se utiliza el m�etodo de separaci�on de variables

w(y) =
dp
dy

(C.11)

sustituyendo en (C.10) se tiene:
dw(y)

dy
= �

(y + 1) w(y)
y

(C.12)

reescribiendo
1

w(y)
dw(y)

dy
= �

y + 1
y

(C.13)

integrando ambos lados Z
w0(y)
w(y)

dy = �
Z

y + 1
y

dy (C.14)

Resolviendo el lado izquierdo de la ecuaci�on (C.14)

Sea u = w(y) =) du = w0(y)dy
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sustituyendo Z
w0(y)

w
dy =

Z
1
u

du = log(u) + C = log(w(y)) + C (C.15)

Resolviendo el lado derecho de la ecuaci�on (C.14)

Sea s = y + 1 =) ds = dy

sustituyendo

Z
y + 1

y
dy =

Z
y + 1

(y + 1) � 1
=

Z
s

s � 1
ds =

Z �
1

s � 1
+ 1

�
ds

=
Z �

1
s � 1

�
ds+

Z
ds = log(s � 1) + s + c1

= log((y + 1) � 1) + ( y + 1) + c1 = log(y) + y � c (C.16)

Sustituyendo (C.15) y (C.16) en (C.14)

log(w(y)) = � y � log(y) + c (C.17)

Despejandow(y) obtenemos:

w(y) =
c
y

e� y con c= cte: (C.18)

Aplicando la condici�on de frontera C.5 a la ecuaci�on C.18:

dp
dy

=
Q�

4�kH
e� y

y
(C.19)

Notemos que
Si y = 1 y t = 0 =) p = po (C.20)

Si y =
r 2

4t�
y t > 0 =) p = p(r; t ) (C.21)

La Integraci�on de la ecuaci�on (C.19) det = 0 a cualquier t implica:

p(r; t ) = po �
Q�

4�kH

1Z

r 2
4t�

e� y

y
dy (C.22)

donde
1Z

r 2
4t�

e� y

y
dy (C.23)
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Es la funci�on exponencial y usualmente se escribe como:
1Z

r 2
4t�

e� y

y
dy = � E i

�
�

r 2

4t�

�
= E i (� y) (C.24)

Por consiguiente, se deduce de (C.22) que la presi�on para cualquierr es:

p(r; t ) = po +
Q�

4�kH
E i

�
�

r 2

4t�

�
con t > 0 (C.25)

Figura C.2: Gr�a�ca de � Ei (� y)

La gr�a�ca de � Ei (� y) en t�erminos de y (Figura C.2), demuestra que conformey aumenta (r
incrementa ot disminuye), � Ei (� y) disminuye, por lo quep(r; t ) incrementa y p0 � p disminuye.
Esto quiere decir, que en el punto m�as alejado al pozo, se tendr�a el mayor valor de presi�on y la
menor ca��da de presi�on.

La funci�on integral exponencialE i (� y), puede ser expandida en la serie

E i (�
r 2

4t�
) = � ln(�

4t�
r 2

) + 0 :5772�
r 2

4t�
+

1
4

�
�

r 2

4t�

� 2

� ::: con t > 0 (C.26)

cuando r 2

4t� < 0:01, esta funci�on puede ser aproximada mediante

E i

�
�

r 2

4t�

�
� � ln

�
4t�
r 2

�
+ 0:5772 = � ln

�
2:25t�

r 2

�
(C.27)

obteniendo un error de aproximaci�on menor a 0.25 por ciento. La soluci�on anal��tica simpli�cada
de la ecuaci�on C.25 es:

p(r; t ) � p0 �
Q�

4�kH
ln

�
2:25t�

r 2

�
(C.28)
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Nomenclatura

Sub��ndices

0 Valor inicial o de referencia

e Exploraci�on

f Fluido

f r Fractura

m Matriz

o Aceite

R Roca

t Total

w Pozo

S��mbolos Griegos

� f r Description

�� Factor geom�etrico

� Coe�ciente de convecci�on del 
ujo conservativo en COMSOL Multiphysics

� Coe�ciente de convecci�on en COMSOL Multiphysics


 T�ermino fuente del 
ujo conservativo en COMSOL Multiphysics


 Magnitud de la aceleraci�on gravitacional

� Viscosidad aparente

r Operador nabla

r � Operador nabla tangencial
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r n Operador nabla normal


 Dominio

@B Frontera del cuerpo

@
 Frontera del dominio

� Porosidad efectiva

 Propiedad intensiva

� Densidad por unidad de volumen

� Discontinuidad

� Orientaci�on de la fratura

� Campo de 
ujo


 f r Dominio correspondiente a la fractura


 m Dominio correspondiente a la matriz

� 0 Porosidad efectiva inicial o de referencia

� f r Porosidad de la fractura

� 0 Densidad inicial o de referencia

� f r Discontinuidad correspondiente a una fractura

Super��ndices

+ Sentido del vector normal

� Sentido contrario al vector normal

S��mbolos Romanos

�q Description

�qf r Description

a Coe�ciente de absorci�on en COMSOL Multiphysics

c Coe�ciente de difusi�on en COMSOL Multiphysics

da Coe�ciente de amortiguamiento/masa en COMSOL Multiphysics

ea Coe�ciente de masa en COMSOL Multiphysics
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f T�ermino fuente en COMSOL Multiphysics

g T�ermino fuente en la frontera en COMSOL Multiphysics

h Coe�ciente en COMSOL Multiphysics

n Vector unitario normal en COMSOL Multiphysics

n x Componentex del vector unitario normal en COMSOL Multiphysics

q Coe�ciente de absorci�on en la frontera en COMSOL Multiphysics

r T�ermino en COMSOL Multiphysics

t 0 Tiempo inicial en COMSOL Multiphysics

u Variable dependiente en COMSOL Multiphysics

I Tensor identidad

k Tensor de permeabilidad absoluta

k
f r

Tensor de permeabilidad absoluta de la fractura

k
f r

Tensor de permeabilidad absoluta en la fractura

n Vector unitario normal

n� Vector unitario normal a la discontinuidad

u Velocidad de Darcy

u+ Velocidad de Darcy en el sentido del vector normal

u� Velocidad de Darcy en sentido contrario al vector normal

u� Velocidad de la discontinuidad

Uf r Description

uf r Velocidad de Darcy en la fractura

v Velocidad real

x Coordenadas espaciales o Eulerianas

A �Area

B Dominio ocupado por un cuerpo

d Espesor de la fractura
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E Propiedad extensiva

e N�umero de Euler o constante de Napier

g Generaci�on interna

gf r Generaci�on interna en la fractura

H Espesor

L Longitud

l Longitud de la fractura

M Masa

M f Masa de 
uido

p Presi�on

r Radio

t tiempo

V Volumen

z Profundidad

uf r �
Componente tangencial de la Velocidad de Darcy en la fractura

uf r n
Componente normal de la velocidad de Darcy en la fractura

cf r Compresibilidad de la fractura

cf Compresibilidad del 
uido

co Compresibilidad del aceite

cR Compresibilidad de la roca

ct Compresibilidad total

g� Generaci�on interna en la discontinuidad

p0 Presi�on inicial o de referencia

pa Presi�on obtenida anal��ticamente

Pf r Presi�on promedio en la fractura

pf r Presi�on en la fractura
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pn Presi�on obtenida num�ericamente

pp Presi�on de producci�on

Qf r Description

qi Gasto de inyecci�on

qo Gasto de aceite

re Radio de exploraci�on

rw Radio de pozo

t0 Tiempo inicial o de referencia

Vf Volumen de 
uido

x1 Longitud en la direcci�on x1

x2 Longitud en la direcci�on x2

ct f r Compresibilidad total en la fractura
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