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Introduccion

El estudio de los medios porosos fracturados ha permanecido vigente debido a la importancia
practica de comprender los procesos de flujo en tales sistemas. Se han empleado varios enfoques
para conceptualizar y formular modelos mateméaticos capaces de describir el flujo a través de un
medio poroso fracturado, asi como simular los fenémenos de transporte que ocurren dentro del
medio (ver, por ejemplo, la revisién por , ) Estos enfoques se pueden clasificar a gran-
des rasgos en dos clases: Continuos, en los cuales se representa al medio poroso fracturado como
un medio continuo equivalente; y discretos, en los que se representa explicitamente la distribucion
de la red de fracturas, considerando a cada fractura como una estructura explicita.

La modelacién de medios porosos fracturados es particularmente importante para la industria
petrolera debido a que los yacimientos naturalmente fracturados almacenan un porcentaje signifi-
cativo de las reservas de hidrocarburos a nivel mundial. Los yacimientos naturalmente fracturados
exhiben un alto grado de heterogeneidad y complejidad creada por las fracturas. El flujo en este
tipo de yacimientos comprende dos medios, la matriz y las fracturas, con propiedades drastica-
mente diferentes. Usualmente la matriz provee el almacenamiento principal de los hidrocarburos
mientras que las fracturas actiian como vias altamente conductivas preferenciales al flujo. A pe-
sar de que la permeabilidad de las fracturas puede ser muy alta, su espesor es muy pequeno en
comparacion con las dimensiones de la matriz, razén por la cual, almacenan muy poco fluido.

El modelado de este tipo de yacimientos y del flujo de fluidos a través de ellos no esta resuelto
de manera satisfactoria. Por esta razén es relevante plantear y estudiar modelos construidos a la
medida de estas formaciones naturales, dado el gran potencial de estas herramientas matematicas
para mejorar nuestra comprension de la topologia y su impacto sobre el flujo en yacimientos.

Dentro de dicho contexto, el primer objetivo de este trabajo fue llevar a cabo una revisién
de los elementos necesarios para la construccién de modelos de fractura discreta, asi como de los
principales modelos previamente desarrollados. El siguiente objetivo fue mostrar la aplicacion una
metodologia para construir sistematicamente tres modelos bidimensionales de fractura discreta, y
estudiar su comportamiento desde el punto de vista del flujo al implementarlos computacional-
mente en la plataforma numérica COMSOL Multiphysics ®).
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De este modo, el capitulo [I] consta de una introduccién a los principales enfoques para mode-
lar medios porosos fracturados, planteando los conceptos necesarios para el andlisis de nuestros
modelos. Se describen las propiedades y consideraciones basicas de los principales enfoques para
modelar medios porosos fracturados, asi como sus limitaciones y las condiciones requeridas para su
aplicacion. Se estudian primero los modelos con enfoque continuo, pues son la base para construir
modelos discretos. Se discuten los modelos con enfoque discreto y algunos aspectos de las mallas
requeridas por estos. Asimismo, se discuten brevemente los modelos hibridos.

A continuacion, en el capitulo 2] se presenta una metodologia sistematica de la modelacién. Se
realiza una descripcién de las etapas formales de la metodologia, asi como de las etapas implicitas
en el proceso, necesarias para la construccion de los modelos. Se discuten brevemente los enfoques
y herramientas empleadas en cada una de las etapas para este trabajo. Asimismo se presenta la
herramienta fundamental para la construccion de nuestros modelos: la Formulacién Axiomatica
de los Modelos Mateméticos de los Sistemas Continuos. En el Apéndice [Al se discute con mayor
formalidad este enfoque axiomatico de la mecanica de los medios continuos.

En el capitulo [] se realiza la derivacion de las ecuaciones generales de flujo monofésico en
medios porosos con discontinuidades mediante la Formulacién Axiomatica de los Modelos Ma-
tematicos de los Sistemas Continuos. Se establece el modelo conceptual y se deriva el modelo
matematico. Por tltimo, se discuten brevemente las ventajas de utilizar la Formulacion Axiomati-
ca de los Modelos Matematicos de los Sistemas Continuos.

Posteriormente, en el capitulo [, se presenta el modelo nimerico empleado. Se realiza una
breve descripcién de los métodos numéricos utilizados. En el Apéndice [Bl se presenta la derivacion
y los conceptos fundamentales del método de elemento finito, herramienta fundamental para la
discetizacion espacial de los modelos de fractura discreta presentados en este trabajo.

En el capitulo [l se presenta el Modelo de Flujo Monofésico Ligeramente Compresible. Se rea-
liza la descripcién del modelo conceptual. A continuacién se deriva el modelo matematico. En la
etapa de modelacién Computacional se realiza la implementacion del modelo en la plataforma
numérica COMSOL Multiphysics ®). Por tultimo, se realiza la validacion del modelo, utilizando
una solucién semi analitica, la cual es derivada en el Apéndice [C]

En el capitulo[@l se desarrolla el Modelo de Fractura Explicita, considerando el enfoque de frac-
tura discreta donde las fracturas son representadas con elementos equidimensionales al domimnio.

En el capitulo [0 se presenta el Modelo de Fractura Discreta mediante Descomposicién de Do-
minio. Este modelo considera el enfoque de fractura discreta donde las fracturas son representadas
con elementos de dimensiones menores al domimnio. El modelo matematico es derivado a partir
del Modelo de Fractura Explicita.

En el capitulo 8 se presenta el Modelo de Fractura Discreta Desconectada. Este modelo corres-
ponde a una simplificaciéon del Modelo de Fractura Discreta mediante Descomposicién de Dominio.
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En el capitulo [@ se muestran y discuten los resultados obtenidos de los experimentos numéri-
cos realizados. Los resultados se presentan y comparan graficamente. En particular, se realiza una
compracion del comportamiento de los modelos desarrollados considerando diferentes orientacio-
nes de la fractura.

Finalmente, en el capitulo 10, se presentan las conclusiones del trabajo tanto respecto al com-
portamiento de los modelos en términos del flujo como a los obstaculos enfrentados, y se plantean
lineas de trabajo futuro.

Como trabajo a futuro, se plantea extender nuestros modelos al caso tridimensional, consi-
derando su potencial aplicaciéon al modelado de redes de fracturas en yacimientos naturalmente
fracturados.
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Capitulo 1

Revision de la Literatura de los Modelos
de Medios Porosos Fracturados



2 CAPITULO 1. REVISION DE LA LITERATURA

1.1. Modelos de medios porosos fracturados

Modelar y simular numéricamente flujo de fluidos a través un medio poroso fracturado es
complicado debido a la heterogeneidad y anisotropia creada por la compleja distribucion de las
fracturas, las cuales se presentan a diferentes escalas y cuyo espesor es demasiado pequeno en
comparacion con las dimensiones de la matriz. Ademas, el flujo de fluidos comprende dos medios, la
matriz y las fracturas, con propiedades drasticamente diferentes. Para representar medios porosos
fracturados han sido propuestos varios modelos conceptuales, los cuales pueden ser clasificados
dentro de tres enfoques principales:

1. Enfoque continuo
2. Enfoque discreto

3. Enfoque hibrido

Estos enfoques estan basados en consideraciones totalmente diferentes, por lo que cada uno de
ellos tiene distintas limitaciones y se aplican bajo ciertas condiciones.

La figura [I.1] presenta cortes de un medio poroso con fracturas a diferentes escalas, que pueden
ser representados por modelos con diferentes enfoques. Un medio poroso escasamente fractura-
do puede ser representado mediante un modelo con enfoque continuo; un medio poroso con alta
densidad de fracturas puede ser representado mediante un modelo con enfoque continuo o multi-
continuo; las fracturas dominantes pueden ser modeladas con un enfoque discreto; para representar
tanto a la matriz como a las fracturas a diferentes escalas se puede aplicar un modelo con enfoque
hibrido o multicontinuo.

= Enf Enfoque
- > noque —_— discreto
— N\ continuo

Medio escasamente Fracturas

fracturado dominantes
Enfoque Enfoque
s continuo hibrido
\r\’{f \
Sy
\{& >\\/ .
Enfoque \
. . . Enfoque
Medio con multicontinuo Medio y . .
. multicontinuo
alta densidad fracturas
de fracturas dominantes

Figura 1.1: Enfoques para modelar medios porosos fracturados (modificada de

En las secciones siguientes se describen las propiedades y consideraciones bésicas de los tres
enfoques principales para modelar medios porosos fracturados.
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1.1.1. Modelos continuos

Usualmente se usan dos tipos de modelos continuos: modelo de simple continuo y modelo de
doble continuo.

Modelo de simple continuo (equivalente)

Los modelos de simple continuo representan al medio poroso fracturado como un medio poroso
equivalente, mediante un medio continuo con propiedades efectivas que varian rapida y disconti-
nuamente a lo largo del dominio, dependiendo si la regién del medio continuo representa una zona
con o sin fracturas.

Las zonas sin fracturas son modeladas como un medio poroso homogéneo, mientras que en las
zonas con fracturas se calcula un tensor de permeabilidad efectiva incluyendo la influencia de las
fracturas sobre el flujo. Estos modelos también son llamados modelos de permeabilidad efectiva
y para su implementacién se requieren simuladores que puedan realizar el calculo del flujo en
multiples puntos, si los términos fuera de la diagonal en el tensor de permeabilidad contienen un
elemento distinto a cero (ILiouJ, |L9£E) La permeabilidad efectiva puede ser obtenida utilizando
métodos de escalamiento basados en celdas, tales como el método de [Oda (@) o el método de

formulacién integral de frontera (Lough et al., |L(i9ﬁ)

E@&u&ﬂ (lZDﬂj) obtuvieron modelos macroscépicos de simple continuo que describen flujo
y transporte a través de medios porosos fracturados, utilizando un método de homogeneizacién
para realizar expansiones de escala, es decir, los modelos macroscépicos se deducen a partir de la
descripcién fisica de un volumen elemental representativo (REV), que consiste en un bloque de
matriz con una fractura abierta. La condicion principal para realizar la homogeneizacién es tener
una gran densidad de heterogeneidades.

Los modelos de simple continuo solo son validos para modelar fracturas cuya longitud ca-
racteristica sea mas pequena que la longitud caracteristica de una celda de la malla, siempre y
cuando la red de fracturas sea muy densa e interconectada, o si la interaccién entre las fracturas
y la matriz permite establecer equilibrio local m, M)

Modelo de doble continuo

En los modelos de doble continuo, el medio poroso fracturado es representado como dos medios
continuos distintos interactuando, uno correspondiente a los bloques de matriz y el otro a la red
de fracturas. Esto puede ser expresado matematicamente como:

QO =Q+Q, (1.1)

donde €2 es el dominio entero que representa al medio poroso fracturado, mientras que €2, y
(2¢, indican la porcién del dominio correspondiente a la matriz y a las fracturas, respectivamente.
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Este enfoque fue propuesto originalmente por [Barenblatt et al. (1960). La interaccién entre

ambos continuos es formulada mediante una funcién de transferencia (Barenblatt. y Zheltoy, 1960).

Posteriormente, Warren y Roof (I.lf)jﬁ) introdujeron el modelo de doble continuo para mode-
lar yacimientos naturalmente fracturados. Ellos consideraron que el sistema fracturado puede ser
idealizado como un conjunto de fracturas altamente interconectadas, el cual es suministrado de
fluidos por numerosos bloques de matriz.

Warren v Rootl (IL%H) utilizaron una representacion idealizada del yacimiento fracturado, pa-
ralelepipedos idénticos como bloques de matriz, considerados isétropos y homogéneos, separados
por fracturas ortogonales, también conocido como modelo de cubos de aztcar (ver Figura [[2).

> =27 = 7

Miﬁ/ z 7 =

—

NN A

NN

O/ & N \

N
\Vﬁgulos \Matriz Fractura \Matriz \Fractura

Figura 1.2: Representacién idealizada de un medio poroso fracturado con el modelo de cubos de
azucar de Warren y Root, donde los bloques representan a la matriz y la separacion entre estos a

las fracturas (modificada de [Warren y Root [1963).

La simulacion de un modelo de doble continuo involucra la discretizacion del medio poroso
fracturado en dos dominios, matriz y fractura. Por lo tanto, en cada punto del dominio se tendran
presiones y saturaciones tanto de la matriz como de la fractura. Los dominios matriz y fractu-
ra estan conectados entre si a través de un término de transferencia que conecta cada celda de
fractura con su correspondiente celda de matriz en un bloque de malla. Sobre una discretizacién
del dominio, las conexiones de celdas de malla representan las conexiones de fracturas donde una
porosidad es asignada a cada celda de malla como porosidad de la fractura. Una celda de la malla
puede contener uno o mas bloques de matriz. En el modelo clasico de doble porosidad, los bloques
de matriz dentro de una celda de la malla tienen propiedades idénticas (presion, saturacion y
porosidad). Ya que la misma celda de la malla tiene que representar a la fractura y a la matriz al
mismo tiempo.



1.1. MODELOS DE MEDIOS POROSOS FRACTURADOS 5

En el modelo de Warren y Rootl (1963), la funcién de transferencia de fluido matriz-fractura
es proporcional a un factor de forma, el cual estd definido como un parametro que depende de
la geometria de los bloques de matriz. Determinar el factor de forma no es sencillo, debido a
las complejas interacciones posibles entre la fractura y la matriz para distintas geometrias de los
bloques. Kazemi et all (M) presentaron una expresion para el factor de forma utilizando una
formulacién de diferencias finitas, este factor de forma ha sido empleado en varios simuladores.
Simulaciones para investigar la exactitud de varios factores de forma mostraron que la simulacién
de doble continuo empleando el factor de forma de M&alr_euﬂop_d (Ileﬁ sobrestima la recupe-
racién, mientras que la simulacién usando el factor de forma de Kazemi et all (|19_7ﬂ) subestima
la recuperacion. Aunque han sido propuestas varias expresiones para determinarlo, el factor de
forma ha permanecido en controversia por mucho tiempo debido a la falta de una base tedrica
solida y a que se encontraron fuertes indicios de dependencia al mecanismo de flujo y que para
diferentes sistemas de fracturas se tiene unicidad en la solucién.

[Kazemi et all (|19_7ﬂ) v Rossen (|19_7_ﬂ) desarrollaron simuladores de doble continuo para modelar
flujo multifasico en medios porosos fracturados, extendiendo el modelo de [Warren y Root (IL%ﬂ)
Desde entonces, el enfoque de doble continuo ha sido extensamente implementado para simular
medios porosos fracturados a escala de campo.

Mejoras al modelo de doble continuo

El modelo clésico de doble continuo de [Warren y Rootl (IL%ﬂ) no considera varios mecanis-
mos que pudieran presentarse durante la transferencia de flujo entre la matriz y las fracturas,
fenémenos significativos a la escala de un bloque de matriz, tales como drene gravitacional,
continuidad capilar y desplazamiento viscoso, por lo que se han propuesto varias mejoras pa-
ra hacerlo mas realista, incluyendo el modelo de segregacion gravitacional (Iﬂﬁisumu, ;

Sonier v Evmard L%_ﬂ Litvak et all, [1988; [Gilman v Kazemi, 1988), el método de subdominio
(Gilman v Kazemi, [SMJ L%j Chen et al. L%_ﬂ el método de interaccion de multiples
continuos (IP_rHQSiQMLM L%Ezl K‘Mm n v Kazemi, [1988: [Wu v Pruess, [198%), las técni-

cas de pseudo presion capilar y permeabilidad relativa (IIthauMLJ, |l9_8j, |Dean v Lo h%_g,

[Rossen y Shen, |19_&€j), asi como el efecto de desplazamiento viscoso dﬂim&zﬁmj, h%_g)

El modelo clasico de doble continuo desprecia los efectos gravitacionales en la transferencia

matriz-fractura al considerar que los bloques de matriz y su fractura circundante se encuentran a
la misma profundidad. Reiss et all (1973) fueron unos de los primeros autores en discutir el efecto
de la gravedad sobre la transferencia de flujo entre matriz y fractura. Blmmm 419_83)
incorporaron un término gravitacional a la funcion de transferencia del modelo de doble continuo.
El término gravitacional estd en funcién de la alturas del contacto de las fases en el bloque de
matriz y en su fractura circundante. La fuerza de empuje del drene gravitacional es calculada al
restar la altura entre las interfaces de las fases en la matriz y en la fractura obtenidas de simples
balances de masa. [Litvak (1983), Sonier y Eymard (1987) usaron enfoques similares, pero mejo-
raron el calculo de las alturas del contacto de las fases al incluir saturaciones irreductibles. En los
modelos de segregaciéon gravitacional se considera una segregacion total de las fases.
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Existen dos métodos principales para obtener pseudo funciones, método de pseudo funciones
estaticas y método de pseudo funciones dinamicas. El método de pseudo funciones estaticas cal-
cula curvas de pseudo presion capilar, las cuales combinan las fuerzas capilares y gravitacionales
al considerar equilibrio vertical. [Thomas et al. (IL%H) desarrollaron un modelo de doble continuo
trifasico en tres dimensiones de diferencias finitas para simular medios porosos fracturados. Para
tomar en cuenta los efectos gravitacionales, introdujeron pseudo funciones de presion capilar para
la matriz.

El método de pseudo funciones dinamicas obtiene las curvas de pseudo funciones a partir de
simulaciones con malla fina o datos histéricos. L[legmgLLd (Il%ﬁ) mostraron que el efecto de la se-
gregacion gravitacional podia ser incluido en términos de pseudo presion capilar para la matriz y
la fractura. B&sms_hﬁﬂ (Il%g) propusieron un modelo para calcular el término de intercambio
matriz-fractura usando curvas de pseudo presion capilar para la matriz y la fractura. En ambos
casos las curvas de pseudo presién capilar fueron obtenidas de simulaciones de malla fina de un
bloque de matriz rodeado de fracturas. |Gilman y Kazemi (1988) argumentaron que la naturaleza
de la dependencia del tiempo de la segregacion gravitacional debia ser incluida en las simulaciones
de medios porosos fracturados. Sin embargo, una desventaja de las técnicas de pseudo presién
capilar es el tiempo y esfuerzo requerido para ajustar los resultados de simulaciones de malla fina
con las curvas generadas de pseudo presion. BMLSM (IL%Q) describieron un procedimiento
para generar las pseudo curvas a partir de una simulacion de malla fina sin tener que realizar un
ajuste.

En el modelo de doble continuo de Warren v Root (IL%H), todos los bloques de matriz, con-
siderados dentro de un bloque de malla computacional, son agrupados en un término fuente o
sumidero conectado a la fractura. La presion y la saturacion promedio son usadas para el bloque
entero de matriz. Estas dos consideraciones proporcionan un inexacto gradiente de presion entre
la fractura y la matriz. El modelo de subdominio fue presentado por @ ) en un simulador
trifasico con enfoque de doble continuo, donde discretizo los bloques de matriz en las direcciones
vertical y radial. El propuso dividir a los bloques de matriz en subdominios, para poder represen-
tar las variaciones de presién y saturacion con mayor exactitud. Esto mejord significativamente
el modelado de flujo transitorio en los bloques de matriz. [Chen et all (1987); (Gilman y Kazemi

) usaron enfoques similares para mejorar la representacién de la matriz en la simulacién de
modelos de doble continuo (ver Figura [[3]). La subdivisién proporciona una mejor resolucion de
los gradientes de presion y saturacién, pero incrementa el costo computacional.

[Pruess y Narasimhanl (1985) presentaron el modelo de interaccién de multiples continuos (MINC

por sus siglas en inglés). Ellos consideraron que las superficies con distancias iguales con respecto
a la fractura tienen el mismo potencial de flujo. Por lo tanto, discretizaron los bloques de matriz en
una secuencia de elementos de volumen anidados tales que todas las interfaces entre los elementos
de volumen son paralelas a la fractura mas cercana, como se muestra en la Figura [[.4]
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Gilman v Kazemi (1988) desarrollaron un simulador basado en el método de interaccién de

miultiples continuos. Ellos dividieron cada bloque de matriz en anillos rectangulares y subdominios
verticales. Por lo tanto, su modelo también puede modelar segregacién gravitacional.

) compararon el modelo de interaccién de multiples continuos con simulaciones de malla fina
para modelar imbibicién capilar agua-aceite en medios porosos fracturados. Ellos mostraron que
el modelo de interaccién de multiples continuos predice la imbibicion de agua de una fractura a
un bloque de matriz con mayor exactitud que el modelo clasico de doble continuo.

Fractura

Figura 1.3: Sistema de doble continuo con descomposicién de los bloques de matriz en subdominios

(modificada de |Gilman y Kazemi [1983).

Fractura

Figura 1.4: Discretizacién de un bloque de matriz en una secuencia de elementos de volumen

anidados (modificada de [Pruess y Narasimhanl [1985).
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En el enfoque clasico de doble continuo, la transferencia de fluido entre los bloques de matriz se
considera despreciable. Sin embargo, esta consideracién no es apropiada cuando los bloques de ma-

triz son mas grandes que los bloques de la malla. [Blaskovich et al) (I_l%_j) Hill v Thomas (I_l%ﬂ
Dean v Ld ([19@ Gilman v Kazemi (I_l%ﬂ Dean y Ld (I_l%ﬂ Elﬂg;&&lhns] (|_199_1|) extendieron

la consideracion del modelo de doble continuo al considerar transferencia de flujo matriz-matriz y
fractura-fractura entre los bloques de la malla. Este modelo es llamado modelo de doble porosi-
dad - doble permeabilidad y requiere mayores esfuerzos computacionales que el modelo de doble
continuo. La Figura LA muestra la transferencia fractura-fractura y matriz-matriz, despreciada en
los modelos de doble continuo.

JFractura |
e%———»
<—>Matriz l<==> <>
A
1 i [
v v
e <> e
Fractura Matriz
v v v v
<—F—> <-d4->
A A A A
| |
| |
v A7 v %
> <-4->
A A A A

Figura 1.5: Representacion esquemaética de las conexiones en un modelo de doble permeabilidad.
La transferencia de flujo matriz-matriz esta representada por las flechas de linea discontinua, la
transferencia matriz-fractura por flechas de linea continua y las flechas de doble linea representan
la transferencia fractura-fractura (modificada de Moinfar Ey@
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La Figural[l.@muestra la diferencia conceptual de conectividad entre los modelos de doble conti-
nuo, de subdominio o interacciéon de multiples continuos y de doble porosidad-doble permeabilidad.

7 s

iz Qv

Qpr Qypr

Figura 1.6: Conectividad conceptual para un modelo clsico de doble continuo (izquierda), de sub-
dominio o interaccién de miiltiples continuos (centro) y de doble porosidad - doble permeabilidad

(derecha) (modificada de )

Aunque el enfoque de los modelos de doble continuo es muy eficiente, tiene algunas limita-
ciones. Al utilizar una representacién idealizada del medio poroso fracturado, sobreregularizando
la geometria de la red de fracturas, este modelo no puede ser aplicado a medios porosos frac-
turados desconectados, ya que no representa la heterogeneidad de estos sistemas. Esto dificulta
la obtencion de buenas estimaciones de parametros. Ademas, la evaluacion de las funciones de

transferencia entre la matriz y las fracturas es complicada (I&mmm&mzamdﬂ, lZDD_d)

Las consideraciones realizadas en los modelos de doble continuo representan un alto grado
incertidumbre, por lo que se requieren técnicas de calibraciéon para poder utilizar correctamente
estos modelos.

Los modelos de doble continuo son usados para representar medios porosos fracturados a una
escala aumentada, siempre que se cumplen las condiciones necesarias para adoptar estos enfoques.
Cuando se desean modelar a escala local se utilizan modelos discretos, ya que el enfoque continuo
no es aplicable para la representacion del problema, debido a que se requieren descripciones mas
precisas acerca de la distribucion de la red de fracturas y la transferencia de masa entre matriz y
fractura.

1.1.2. Modelos discretos

El objetivo de los modelos discretos es representar explicitamente la distribucién de la red de
fracturas, considerando a cada fractura como una estructura explicita. Con este enfoque se tiene
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la posibilidad de modelar procesos de flujo y transporte de una manera muy cercana a como se
presentan en la naturaleza (Reichenberger et all, 2004).

En el enfoque discreto las fracturas pueden ser modeladas de dos formas: como elementos
equidimensionales al dominio (lo que implica altas demandas en la generacion de la malla y
las herramientas numéricas para resolver el sistema de ecuaciones resultante); o elementos de
dimensiones menores (también conocidos en la literatura como elementos de dimensiones mixtas),
ver Figura [L.7]

Modelo de simple continuo Modelo de fractura discreta

0,0 (2D)
2, (20)
er(2D/ er(lD)/

Figura 1.7: Representacién esquemadtica de los enfoques discretos en un dominio de dos dimensio-
nes, donde ,,, y {2y, representan a los subdominios correspondientes a la matriz y a la fractura,
respectivamente. Izquierda: la fractura es modelada como un elemento equidimensional al domi-
nio. Derecha: la fractura es modelada como un elemento de dimensiones menores. (modificada de

Karimi-Fard y Firoozabadi 2003).

Modelo de simple continuo (explicito)

El modelo de simple continuo puede ser considerado dentro del enfoque discreto cuando las
fracturas son representadas explicitamente como elementos equidimensionales al dominio, es decir,
en un dominio de n-dimensiones, cada una de las fracturas es representada por un subdominio en
n-dimensiones, como se muestra en la Figura [[.7

El modelo de simple continuo explicito proporciona buena exactitud pero no es practico debido
al gran nimero de elementos de malla que se requieren por la alta relacion de aspecto entre el
tamano de la matriz y el espesor de las fracturas. Cuando en un sistema fracturado la relacién de
aspecto, asi como la relaciéon de permeabilidad de la matriz y la fractura, es muy alta, el modelo
de simple continuo explicito se vuelve ntimericamente ineficiente.
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Modelo de fractura discreta

El modelo de fractura discreta es una simplificacion geométrica del modelo de simple continuo
explicito, basado en el concepto de equilibrio de flujo cruzado entre las caras de las paredes de la
fractura y la matriz, que permite representar a las fracturas como elementos de n — 1 dimensiones
en un dominio de n dimensiones. Representando a las fracturas como lineas en un dominio de dos
dimensiones, o superficies en un dominio de tres dimensiones.

El enfoque de fractura discreta es numéricamente superior al enfoque de simple continuo explici-
to y supera las limitaciones de los modelos de enfoque continuo M&m&b&d, |20_Oﬂ) prin-
cipalmente la falta de un término de intercambio entre las fracturas y la matriz, que puede ser
considerado como una ventaja conceptual importante (Reichenberger et QZJ, M) Sin embargo,
la aplicabilidad de los modelos discretos para problemas a escala de campo permanece muy limita-
da, ya que requieren la determinacion detallada de caracteristicas precisas de la red de fracturas.
Una solucién a este problema es usar datos generados geoestadsticamente junto con los datos
deterministicos para realizar el modelo.

Wilson v Witherspoonl (1974) publicaron uno de los primeros articulos en utilizar modelos dis-

cretos para estudiar flujo de fluido en medios porosos fracturados. Ellos estudiaron la infiltracién
en estado estacionario en un sistema fracturado debajo de una represa usando dos modelos de
elemento finito. El primer modelo puede ser categorizado como un modelo de simple continuo
explicito desestructurado donde las fracturas son representadas mediante elementos finitos trian-
gulares. El segundo es un modelo de fractura discreta donde se utilizan elementos finitos de una
dimensién para representar a las fracturas en un medio impermeable distinto.

|G_1.1r_eghian| (|19_7_§) present6é un modelo de elemento finito para flujo de fluido tridimensional en
un medio poroso fracturado. En su trabajo representé a las fracturas mediante elementos trian-
gulares que corresponden a las caras de tetraedros que representan los bloques de matriz.

Noorishad y Mehran (1982) presenté un modelo de elemento finito para estudiar flujo tran-

sitorio con trasporte de soluto por dispersién y conveccion en un medio poroso fracturado en
dos dimensiones. Baca et al. (|19B_4|) propuso un modelo de elemento finito en dos dimensiones
para flujo monofésico con transporte de soluto y calor, utilizando un enfoque similar. Mas tarde,

1 ) (IMQ) presenté un modelo general de elemento finito para flujo monofasico en me-
dios porosos fracturados en tres dimensiones.

Kim (1999); Kim y Ded (1999, 2000); [Karimi-Fard v Firoozabadi (2003) adoptaron el método

de elemento finito para desarrollar modelos de flujo bifasico en medios porosos fracturados inclu-
yendo efectos gravitacionales y capilares, usando un enfoque similar al utilizado por

(L%%A Noorishad y Mehran (L%j Karimi-Fard y F QQ zabadi (2003) utilizaron el metodo IM—
PES para la solucién de las ecuaciones, mientras que Kiml (1999); Kim y Ded (1999, 2000) usaron

el método totalmente implicito.
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Sin embargo, los modelos de fracturas discretas basados en procedimientos de elemento finito
no son adecuados para flujo multifasico en medios porosos altamente heterogéneos, ya que no
aseguran conservacion local de la masa.

Hoteit v Firoozabadi (2005): [Fu et all (2005): .(Iim [Yang (I_(m -[Monteagudo y Firoozabadi

(2004); Reichenberger et all (lZDDﬂ), Geiger et al! (2009) desarrollaron simuladores numéricos para
flujo multifasico en medios porosos fracturados con el enfoque de fracturas discretas en dos y tres
dimensiones usando una formulacién de volimenes de control basados en elementos finitos para
asegurar la conservacion local de la masa.

El método de voliimenes de control basados en elementos finitos usa el mismo tipo de funcio-
nes de interpolacién para variables dependientes que las usadas en el método de elementos finitos.
Sin embargo, en el método de elementos finitos los potenciales de flujo son aproximados sin el
conocimiento del flujo entre los nodos, mientras que en el método de voliimenes de control basado
en elementos finitos el flujo de fluidos entre nodos es calculado explicitamente para asegurar la
conservaciéon local de la masa.

También han sido propuestos modelos de fractura discreta basados en diferencias finitas.
Karimi-Fard et all (2004) desarrollarén modelos de fracturas discretas usando una formulacién
de volumenes de control basados en diferencias finitas. El modelo emplea el enfoque discreto con
elementos de dimensiones menores, donde la matriz es modelada por celdas poliédricas tridimen-
sionales y las fracturas son representadas por superficies. Ademas, introdujeron un transformacién
de conectividad llamada ”star-delta” para eliminar el volumen de control en las intersecciones de
fracturas, el cual provoca inestabilidad numérica y pequenos pasos de tiempo.

Para representar con exactitud la heterogeneidad de un medio poroso fracturado, usualmente
es necesario utilizar un esquema de discretizacion desestructurado. La mayoria de los modelos de
fracturas discretas requieren una malla desestructurada que se ajuste a la compleja geometria y
localizacion de las fracturas. Las mallas desestructuradas suelen usar elementos finitos triangula-
res en un dominio de dos dimensiones y elementos tetraédricos en dominios de tres dimensiones
para realizar la discretizacion del espacio. La generacién de tal malla para una red de fracturas
arbitraria puede ser un reto considerable.

Se han publicado trabajos sobre tratamientos para reducir el tiempo de computo y el uso de
memoria, tales como la aplicacién de mallas hibridas (Geiger et al., lZM) Estas emplean una com-
binacién de distintos tipos de elementos para la discretizacion del espacio: elementos tetraédricos,
hexaédricos, piramidales y prismaticos en dominios de tres dimensiones y elementos triangulares
y cuadrilaterales en dominios de dos dimensiones. Esto reduce el niimero de nodos (es decir, de
incégnitas) y por lo tanto el costo computacional.
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Modelos hibridos

Los modelos hibridos son una combinacién de los enfoques discreto y continuo. Donde, para
una escala dada, las fracturas que pueden ser modeladas explicitamente son consideradas con
el enfoque discreto, mientras que las fracturas a menores escalas son consideradas mediante el
enfoque continuo. Desafortunadamente, al combinar estos dos enfoques también se combinan sus
respectivas incertidumbres. Ademas de las dificultades para representar las discontinuidades a una
escala dada, se tienen las incertidumbres del enfoque continuo.
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El método general que se utiliza para realizar la prediccion cientifica del comportamiento de los
sistemas de interés en ciencia e ingenieria es la modelacion, ya que permite construir modelos para
sistemas y fendomenos diversos, gracias a la gran generalidad de sus bases y de las metodologias
utilizadas.

La modelacion consiste en utilizar modelos de los sistemas de interés. Entendiendo por modelo
un sustituto del sistema real, de cuyo comportamiento es posible derivar el del sistema de interés.
La transformacion de un sistema real a un modelo, inevitablemente conduce a simplificaciones del
sistema real. Por lo tanto, se debe tener presente que un modelo solamente es una aproximacion
de la realidad.

La formulacién de los modelos de sistemas reales complejos es una contribucién fundamen-
tal del avance de la ciencia y el desarrollo la computacion electrénica. Debido a que se requiere
la integracién de conocimientos cientificos y tecnoldgicos para generar modelos mateméticos, los
cuales se transforman en modelos numéricos simplificados para ser implementados en programas
de computo.

La metodologia del proceso de modelacién matematica, numérica y computacional esta con-

formada por cuatro etapas (Herrera y Diaz—yigral, M)

= Modelacion Conceptual

s Modelacién Matemética
s Modelacion Numérica

= Modelacion Computacional

Sin embargo, incluye implicitamente una etapa previa, la descripcion del problema a resolver.
Esta etapa consiste en definir, describir y delimitar el problema a resolver. En este trabajo, es-
ta etapa se realiza en la revisién de la literatura de los modelos de medios porosos fracturados,
Capitulo [

En la etapa de Modelacion Conceptual se establecen todas las hipdtesis, supuestos, condiciones,
alcances y limitaciones que debe satisfacer el modelo a una escala dada. Por lo tanto, se definen
cuales son las fases, componentes y propiedades sujetas a balance, asi como las posibles relaciones
de dependencia entre éstas.

La Modelacion Matematica consiste en obtener una descripcién matematica del modelo con-
ceptual que represente el comportamiento del sistema o fenémeno a estudiar. Para la generacion
de modelos matematicos existen principalmente dos enfoques: el deterministico y el estocastico.
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El enfoque deterministico consiste en establecer una ecuacion o conjunto de ecuaciones cuya
solucién tnica describe de manera univoca el comportamiento del fenémeno a modelar. Mientras
que el enfoque estocdstico persigue reproducir el comportamiento del fenémeno en el sentido es-
tadistico, es decir, se obtienen multiples soluciones estadisticamente equivalentes.

Dependiendo de la escala de la modelacién, se adopta el enfoque de la fisica microscopica,
cuando se desea estudiar un sistema o fendémeno a la escala de las particulas que forman una
molécula o un atomo, o de la fisica macroscopica, a una escala tal que el sistema esta formado por
una inmensa cantidad de moléculas y se considera como un continuo de materia. Los fundamentos
de la fisica macroscopica los proporciona la Mecdnica de los Medios Continuos, mientras que la
Mecéanica Cuantica proporciona una metodologia apropiada para el estudio de la fisica microscopi-
ca. Sin embargo, la mayoria de los sistemas de interés en ciencia e ingenieria pertenecen a la fisica
macroscopica.

En el presente trabajo se adopto el enfoque macroscépico deterministico basado en la Formula-
cién Axiomatica de los Modelos Matemaéticos de los Sistemas Continuos, los cuales, independien-
temente de su naturaleza y propiedades intrinsecas, pueden formularse por medio de balances. Los
modelos basicos de sistemas tan complicados como los yacimientos petroleros, se pueden derivar
por medio de la aplicacién repetida de la ecuacién diferencial de balance.

A partir del Modelo Conceptual se establece el Modelo Matematico mediante la aplicaciéon de
esta formulacién axiomatica, lo cual consiste en escribir las ecuaciones de balance local, diferen-
ciales parciales y de salto, para las propiedades intensivas en correspondencia con las propiedades
extensivas de las ecuaciones de balance global. El procedimiento anterior se realiza para cada
compoenente en cada fase, resultando tantas ecuaciones como componentes se tengan por fases.
Posteriormente, se especifican las leyes constitutivas que estén ligadas con la naturaleza del pro-
blema. Estas relaciones permiten ligar a las propiedades intensivas de interés entre si y definir sus
términos fuente y de flujo, ademas se anaden tantas relaciones como sean necesarias para que el
sistema de ecuaciones esté determinado. Finalmente, el modelo se completa al especificar suficien-
tes condiciones iniciales y de frontea de manera que el problema resultante sea bien planteado, es
decir, que posee solucion unica.

La Formulaciéon Axiomatica de los Modelos Matematicos de los Sistemas Continuos se encuen-
tra desarrollada en el Apéndice [Al

Los modelos matematicos de los sistemas continuos son ecuaciones diferenciales, las cuales son
parciales para la mayoria de los sistemas de interés en ciencia e ingenieria, o sistemas de tales
ecuaciones, que son las que permiten predecir el comportamiento de los sistemas. Debido al grado
de complejidad de este tipo de problemas, no es posible obtener mediante métodos analiticos las
soluciones de tales ecuaciones, por lo que deben ser tratados con métodos numéricos.
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La etapa de la Modelacion Numérica consiste en obtener una versién discreta del Modelo
Matematico que pueda ser implementada en un programa de computo. Los modelos numéricos
son versiones discretas de los modelos matematicos, cuya soluciéon involucra el uso de algoritmos
numeéricos eficientes y estables. Las soluciones son aproximadas hasta cierto nivel de error pero a
su vez deben ser consistentes con la solucién del modelo matematico.

Los métodos numéricos mas usados para la discretizacion en espacio y tiempo de sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales son de tres tipos:

= El método de diferencias finitas (FDM)
= El método de elementos finitos (FEM)
= El método de volumen finito (FVM)

Ademas de la discretizacion del sistema de EDP se requiere en mayor o menor medida la
aplicacion de toda una serie de métodos numéricos, como son:

Métodos de linealizacion

Métodos, directos e iterativos, para resolver el sistema de ecuaciones algebraicas lineales
resultantes.

Métodos Optimos de Construccién de Mallas

Métodos de Descomposicion de Dominio.

En este trabajo se utiliza el método de elementos finitos para la discretizacién espacial, asi co-
mo otros métodos numéricos los cuales seran detallados en el Capitulo [

Sin embargo, la cantidad de cédlculos aritméticos que requiere la aplicacion de esta clase de
métodos, esta muy por encima de la capacidad humana para realizarlos y es necesario que sean
ejecutados por computadoras electronicas.

En la etapa de Modelacién Computacional se realiza la traduccién del Modelo Numeérico a uno
computacional, el cual debe estar implementado en una plataforma o equipo de computo especifico
y codificado en cierto lenguaje de programacion.

En este trabajo se realizé la implementacion computacional mediante el uso del programa
COMSOL Multiphysics ®), que es una plataforma numérica general basada en el método de ele-
mentos finitos para la solucién de problemas de ecuaciones diferenciales parciales con condiciones
iniciales y de frontera.

Aunque formalmente la metodologia de modelacién matemaética, numérica y computacional
estd conformada por cuatro etapas, incluye implicitamente dos etapas mas. La validacion del mo-
delo obtenido y su aplicacion.
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La validacién consiste en validar el modelo numérico mediante soluciones analiticas o semi
analiticas. Este paso puede tener cierto grado de generalidad debido a que solo hay soluciones
analiticas o semi analiticas para un pequeno numero de problemas especificos. Sin embargo, la
validacion mediante soluciones analiticas o semi analiticas solo demuestra que el modelo numérico
conduce a una solucion correcta de las relaciones matemdticas originales. Para verificar que el
modelo numérico representa los procesos correctamente para un problema dado, es necesaria una
validacién experimental. A través de una validacién con datos experimentales se puede verificar
el grado al cual el modelo es correcto y determinar pardametros y procesos decisivos. En general,
una validacién experimental es muy dificil debido a que la evaluacién del modelo e identificacién
de procesos significativos mediante experimentos es casi imposible, ya que los datos necesarios no

pueden medirse con suficiente exactitud , )

Hasta que nosotros no hayamos examinado el modelo mediante las validaciones antes mencio-
nadas, es decir, mientras no hayamos demostrado que pueden ser realmente la base para realizar
una predicciéon, no podremos pasar a la etapa de aplicacion, es decir, a modelar un sistema na-
tural, ya que solo un modelo que esta suficientemente calibrado puede ser utilizado como una
herramienta predictiva.



20

CAPITULO 2. METODOLOGIA SISTEMATICA DE LA MODELACION



Capitulo 3

Modelo Matematico (General de Flujo
Monofasico en Medios Porosos con
Discontinuidades

21



29 CAPITULO 3. MODELO MATEMATICO GENERAL DE FLUJO MONOFASICO

3.1. Ecuaciones generales de flujo monofasico
en medios porosos con discontinuidades

La derivacion de las ecuaciones generales de flujo monofésico en medios porosos con discontinui-
dades se realiza mediante la Formulacién Axiomatica de los Modelos Matematicos de los Sistemas
Continuos, la cual se encuentra desarrollada en el apéndice [Al desarrollando las condiciones de
balance local de cada una de las propiedades intensivas asociadas a la coleccién de propiedades
extensivas del sistema continuo.

3.2. Modelo Conceptual

1. Se considera un sistema cerrado bajo condiciones isotérmicas.

2. Existe una fase fluida y una inmévil .

3. La fase fluida es un fluido que consta de un solo componente.

4. La fase inmdévil es una matriz porosa.

5. El medio poroso se encuentra totalmente saturado por la fase fluida.
6. La fase fluida presenta flujo darciano a través del medio poroso.

7. Existe una o varias discontinuidades en el medio poroso.

3.3. Modelo Matematico

El modelo de flujo de fluidos estd basado en el balance de una sola propiedad extensiva, la
masa del fluido, M;. Considerando la definicién de propiedad intensiva como la propiedad por
unidad de volumen, la propiedad intensiva asociada a la masa del fluido es la densidad, p.

Sin embargo, el movimiento del cuerpo fluido ocurre en un medio poroso conformado por
una fraccién de volumen de roca y otra fraccion de volumen ocupada por los poros, la cual se
define como porosidad, ¢. Por lo tanto, al considerar que el medio poroso se encuentra totalmente
saturado por la fase fluida, el volumen de fluido V/(t) contenido en el cuerpo que ocupa el dominio
B(t) del espacio fisico, es igual a la fraccién de volumen del sistema ocupado por los poros, es
decir:

Vit) = | o(a,t) da (3.1)
)
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En términos de la masa del fluido, My, se tiene:

M;(t) = / pz,t)p(z,t) dz (3.2)
B(t)
Propiedad extensiva: masa
E(t) = Mg(t) (3.3)
Propiedad intensiva: densidad-porosidad
U(z,t) = plz, t)d(z, ) (3.4)
Ecuaciéon de balance global
d
3 Mr(t) = / g(z,t)dz + / 7(z,t) - ndz + / gs(z, t)dz (3.5)
B(t) OB(t) 2(t)

donde

» g(z,t) es la masa de fluido que se genera o se destruye en el interior del cuerpo B(t).
» 7(z,t) es la masa de fluido que entra o sale a través de la frontera del cuerpo 0B(t)

s gs(z,t) es la masa de fluido que se genera o se destruyen en el interior del cuerpo X(t)

Ecuacion diferencial de balance local

% (00) + V- (pgv) =g+V -7 ; VzeB()\ (). (3.6)

Ecuaciéon de salto de balance local

[pp (v —vs) = 7] 0y =92 ; VzeX(1) (3.7)

Si consideramos que la velocidad de darcy u esta definida como:

u = v (3.8)

donde v es la velocidad real del fluido y ¢ la porosidad, las ecuaciones de balance local las
podemos reescribir como:

O o)+ V() =g+ V-1 5 Ve B\ T0), 39)

[p(u—us) = 7] ng=gs ; VoeX() (3.10)
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introduciendo la ley de Darcy en su forma vectorial

1
u= —;k‘-(Vp—mVZ) (3.11)

donde p es la viscosidad del fluido, k el tensor de permeabilidad absoluta, p la presion, p la
densidad del fluido, v la magnitud de la aceleracién gravitacional y z la profundidad, la cual es
un vector funcién de (z1, x9, r3) apuntando en la direccién de la gravedad.

La ecuacién diferencial de balance local estaria definida por:

%(m)—v-(gk-(w—mw»=g+v-z . Vze B\ 5(0). (3.12)

Esta es la forma mas general de la ecuacion de flujo monofasico en medios porosos. En esta
ecuacién aun no se hacen consideraciones acerca del tipo de fluido o de la dependencia de las
propiedades de la roca y el fluido con respecto a la presion.

Por lo tanto, para poder completar el modelo y resolver el problema de flujo, ademas de esta-
blecer condiciones iniciales y de frontera, es necesario especificar una ecuacién de estado para el
tipo fluido correspondiente.

El método sistematico para la formulacion de los modelos de sistemas continuos, ver Apéndice
[Al representa una alternativa mds directa para derivar las ecuaciones generales de flujo en medios
porosos. Ya que al utilizar resultados bien conocidos del calculo, no requiere la invencion de un
volumen de control dependiente del sistema de coordenadas utilizado para describir el problema
de flujo. Por lo tanto, la derivacion de las ecuaciones se puede realizar para un fluido, nimero de
fases y dominio arbitrario, independiente del sistema de coordenadas.
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El modelo matematico resultante para todos los modelos presentados en este trabajo es una
ecuacién diferencial parcial lineal con condiciones iniciales y de frontera, por lo cual, para todo
los casos se aplican para su solucion numeérica los siguientes métodos:

Para la discretizacion temporal se utilizé una discretizacién de diferencias finitas regresivas.

Para la discretizacién espacial se aplicd una discretizacion estandar tipo Galerkin de elemento
finito, utilizando polinomios cuadraticos de Lagrange como funciones de base y peso.

Se utiliz6 una malla desestructurada de elementos triangulares en 2D.

Se utilizo una variante del método diretco LU para resolver el sistema lineal de ecuaciones
algebraicas.
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5.1. Modelo Conceptual

1. Se considera un sistema cerrado bajo condiciones isotérmicas.
2. Existe una fase fluida y una inmévil .

3. La fase fluida es un fluido newtoniano ligeramente compresible que consta de un solo com-
ponente.

4. La fase inmovil es una matriz porosa homogénea ligeramente compresible.
5. La viscosidad de la fase fluida es constante.

6. El medio poroso se encuentra totalmente saturado por la fase fluida.

7. La permeabilidad del medio es constante.

8. La fase fluida presenta flujo darciano a través del medio poroso.

9. Se considera que no existe flujo difusivo (difusién) en las fronteras del sistema, es decir,
7 =0.

5.2. Modelo Matematico

El modelo matematico de flujo monofasico ligeramente compresible se obtiene a partir de las
ecuaciones generales para flujo monofasico en medios porosos con discontinuidades.

Ecuacion de balance global

%Mf(t): /g(zyt)dzﬂL / Z(z,t)ﬂd&Jr/gz(g,t)dg (5.1)

B(t) dB(t) 2(t)

Ecuacion diferencial de balance local

00+ V- (~Lh (Vo - V) =g+ V5 Ve B\ S0, 52)

Ecuacién de salto de balance local

[p(u—uy) —7] -0y =92 ; VaeX() (5.3)

De acuerdo al Modelo Conceptual, se considera que en el sistema no existe flujo difusivo en las
fronteras, 7 = 0, y tampoco discontinuidades, gs, = 0. Por lo tanto, la ecuacién de balance global
se expresa cOmo:

S0 = [ owt) da (5.4)

dt
B(t)
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y la ecuacion diferencial de balance local

ot

Debido a que se considera que no existen discontinuidades en el sistema, no es necesario esta-
blecer una ecuaciéon de salto.

2 0i)+ V- (L (Vo= V) =g 5 Yre BO\E(), (5.5)

Para obtener la ecuacion en términos de la presién para fluidos ligeramente compresibles,
se debe establecer una relacion entre la presiéon y la densidad mediante una ecuacion de estado.
Como ecuacién de estado usualmente se introduce al coeficiente de compresibilidad isotérmico

= vV op"

a partir de el se puede obtener una ecuacion que relacione la densidad del fluido con su
compresibilidad, mediante la definicion de densidad

(5.6)

M

despejando el volumen de la ecuacion anterior:
M
V=— (5.8)
p
derivando con respecto a la presion se tiene:
oV pht—MZ
T T (5.9)
dp p?
considerando que no existe variacion de la masa con respecto de la presion
ov. —-Mo
g _ 9 (5.10)
op  p* Op

Sustituyendo las expresiones 5.8 y [5.10 en la ecuacién 5.0, se puede definir la compresibilidad
de cualquier fluido

10p
cp=——= 5.11
r= o (5.11)
considerando que
10 1d
cp==-L =L (5.12)

“pdp pdp
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reordenando la ecuacién e integrando en un rango de presion

p

p
1
/cf dp:/;dp (5.13)

Po Po

donde py es la presion inicial o de referencia y p es la presion a cierto tiempo.

Considerando que la compresibilidad del fluido ¢y es constante

P )
[erar = o [ar=cio)ls, = crto-m) (514
Po Po
)
1 » p
p dp = In(p) [, =1In(p) —In(p) = ln% (5.15)

Po
donde py es el valor de la densidad a la presion inicial o de referencia py y p el valor de la

densidad a la presién a cierto tiempo p.

Por lo tanto, la ecuacién [B.13] se puede reescribir como

cr (p—po) = lnﬁ (5.16)

despejando p
p=py @) (5.17)

Considerando la formula de expansion de una funcién f(x) en las cercanias del valor conocido
de la funcién por medio de la serie de Taylor, siendo a el punto conocido, donde

! _ " _ 2 n _ n
f() = fla)+ 1 (a)(lf N (a)(; Vg W (5.18)
ademds, se puede expandir la funcién f(x) alrededor del punto x =0
r  a? "
f(x):1+ﬂ+5+ ...... +ﬁ (5.19)

expandiendo el factor e/ (P70 de la ecuacién 517 mediante la serie de Taylor, se tiene

2 (N2
eCrP=po) — 1 4 cr (p—po) n Cy (p — po)

T 5 (5.20)
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entonces, una aproximacion para la ecuacion [5.17] seria

p = po(L+cp(p—po)) (5.21)
La compresibilidad de la roca esta definida por:
1 0¢
=—— 5.22
CR b op ( )
considerando que
_10¢ _1do

=50~ Gy 0:29)

reordenando la ecuacion e integrando en un rango de presion

/pcR dpzi%d(ﬁ (5.24)

Po

donde pq es la presion inicial o de referencia y p es la presion a cierto tiempo.

Considerando que la compresibilidad de la roca cg es constante

/CR dp = CR/dp =cr(p) |£0 = cr(p—po) (5.25)
p . 5

/ Lag = m@)p, =in(6)—in(d) = tn? (5.26)

: o) ®o

donde ¢q es el valor de la porosidad a la presién inicial o de referencia py v ¢ el valor de la
porosidad a la presion a cierto tiempo p.

Por lo tanto, la ecuacién [5.24] se puede reescribir como

cr(p—po) = lng (5.27)
bo

despejando ¢
b = o eCR(P—P0) (5.28)

Anélogamente, una aproximacion para esta ecuacion seria

¢~ ¢o(1+cr(p—po)) (5.29)
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Desarrollando el primer primer término del lado izquierdo de la ecuaciéon y factorizando el
término po

1 dgb 10p. Op
= 5.30
5 (00) = g5 + )2 (530)
Derivando la ecuacion con respecto de la presion, se obtiene
d
d—¢ = qb() CRr (531)
P
sustituyendo las ecuaciones BTy 53T en la ecuacion
0 ®o dp
el — s - .32
8t(p¢) PP ( ¢CR+Cf) o (5.32)
Considerando la compresibilidad total del sistema como:
= %CR + ¢y (5.33)
Se tiene:
0 dp
el — == .34
ot (p®) = pocy 9 (5.34)

Sustituyendo la expresién anterior en la ecuacion se obtiene la ecuaciéon que gobierna en
flujo

pocigy + V- (L (Tp- V) =g Ve e B() (5.35)

Condicién inicial

Se establece una condicién inicial tipo Dirichlet, el valor de la presion al tiempo inicial.
p(to) = po (5.36)

Condiciones de frontera

Se considera que no existe flujo en las fronteras externas del sistema, por lo que se establecen
condiciones de frontera tipo Neumann.

n-u=0; Va € 0B(t) (5.37)



5.3. MODELO COMPUTACIONAL 33

5.3. Modelo Computacional

La ecuacion [B.35] considera un espacio en tres dimensiones, para poder utilizar la misma ecua-
cién diferencial para flujo en una o dos dimensiones es necesario definir una funciéon del factor
geométrico, &, como se muestra a continuacion (Mgm, |L9_ZZ|)

una dimensién & (z,y, z) = A (x)

dos dimensiones a (z,y, z) = H (z,y)

tres dimensiones & (z,y,z) = 1

Donde A es el area del yacimiento y H su espesor.

Por lo tanto, la ecuacién diferencial de balance local para un espacio en dos dimensiones es

Hpoeigg =V (“Lk- (V- yV2) 4 Hyy Ve 9() (5.8)
Considerando flujo horizontal, la ecuacién (5.38) puede reescribirse de la siguiente manera:
Hp(bct% =V- (%ﬁ -Vp)+ Hy; Ve € Qt) (5.39)
dividiendo la expresion anterior por la densidad se tiene
Hgbct% =V (%é -Vp) + Hg; Vo € Qt) (5.40)

donde ¢ = g/p

Para la implementacion del modelo en COMSOL Multiphysics en el modo EDP con formulacién
de coeficientes para andlisis dependiente del tiempo, éste se ingresa mediante la sustitucion de los
coeficientes de la siguiente manera:

Ou 0.9 9. (evut )+ 8- Vu+au=f (5.41)
ea8t2 a sy cVu+ au —~ u+ au = .

u=p, dy=Hsxphixct, c=Hxk/mu, v a=v=8=a=¢,=Ff=0.

El coeficiente f se iguala a cero debido a que los términos fuente o sumidero se implementan
en un punto mediante una formulacion débil.

El pozo se implementa en un punto como un sumidero (ver Figura [5.4]). Para establecer una
fuente o sumidero en un punto, se dibuja un punto en el lugar apropiado y se especifica la descarga.
Se deberd establecer la descarga como un gasto volumétrico, con signo negativo para denotar un

sumidero y positivo para denotar una fuente (IK.L@JJ]dJ.é, |21)Dﬁ)
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Condicion inicial
Se establece una condicién inicial tipo Dirichlet, el valor de la presion al tiempo inicial.

u(to) = po (5.42)

Condiciones de frontera

En las cuatro fronteras se considera que no existe flujo, por lo que se establecen condiciones
de frontera de tipo Neumann. La ecuacion general para condiciones de frontera de tipo Neumann
en COMSOL esta definida de la siguiente manera:

n-(cVu+au—~)+qu=g (5.43)

por lo que establecemos: u =p, c¢=Hxk/mu, v a=v=q=g=0.

n-u=0; Vo € 00(t) (5.44)
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5.4. Validacion del Modelo

5.4.1.

El caso de estudio ha sido tomado de IChen et al. (lZDQﬂ), el cual plantea un problema de flujo
radial monofasico en un medio poroso isotropico en una dimensién. Se considera un yacimiento
con una extensién infinita en la direccién horizontal, en el cual existe un pozo en produccidn,
todas sus propiedades son simétricas con respecto al eje del pozo y el yacimiento es homogéneo
en la direccion vertical. Los efectos debidos a la gravedad son ignorados. Para dicho yacimiento
se pretende estimar la caida de presién durante un periodo de cuatro dias.

Descripcion del problema

5.4.2. Datos del problema

simbolo | Descripciéon Valor Unidad
Do Presion inicial 3600 psi
T Radio del pozo 0.1875 ft
Te Radio de exploracién 28.0176 ft
1 Viscosidad del aceite 1.06 cp
k Permeabilidad absoluta 0.3 d
cy Compresibilidad del aceite 0.00001 1/psi
CR Compresibilidad de la roca 0.000004 | 1/psi
) Porosidad 0.2 fraccién
%o Gasto de aceite 313.7976 | RB/D
L Longitud del yacimiento por lado | 8,100 ft

Tabla 5.1: Datos utilizados en la validacién del modelo de flujo monofasico.

Se proporcionan los factores utilizados para la conversién de unidades de campo (hibridas) a
unidades absolutas (SI).

Unidad | Nombre Conversion
psi Pounds per Square Inch 1psi = 6894.757 (Pa)
cp centi poise 1 ep=0.001 (%)
d darcy 1d=9.86923 x 10~ m?
ft feet 1 ft =0.3048 m
RB/D | Reservoir Barrels / Day | 1 RB/D = 1.84 x 1076 (’”—3)

Tabla 5.2: Factores de conversion de unidades
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5.4.3. Geometria
Dominio

El dominio del modelo computacional es un cuadrado de lado L (ver Figura [5.1]).

1000

500

-500

-1000

-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000

Figura 5.1: Dominio del modelo computacional donde L = 2468.88[m)]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura [5.2)).

1000

500

-500

-1000

-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000

Figura 5.2: Mallado del dominio computacional con 2789 grados de libertad y 1364 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadraticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura [£.3]).
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Figura 5.3: Fronteras impermeables del dominio computacional.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura [5.4)).
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37

Figura 5.4: En el punto central, mediante una formulacién débil, se impone la condicién de descarga

para representar el pozo que se encuentra extrayendo.
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5.4.4. Resultados

La solucién semi-analitica para flujo radial, desarrollada en el apéndice [C, se utiliza para ve-
rificar la exactitud de aproximacién de la solucién numérica. La comparacion entre la presion
numérica y la presién analitica para r = r, y r = r. se muestra en las tablas y B4 respecti-
vamente.

Para r = r., el error absoluto maximo entre la solucién numérica y la solucion semi-analitica
es igual a 0.17, mientras que para el caso de r = r,, el error absoluto maximo es igual a 0.15.
Ademas, en la Figura se puede apreciar que el comportamiento de la solucion numérica se
ajusta a la solucién semi-analitica. Por lo tanto, podemos concluir que el modelo es validado,
puesto que se pueden obtener ajustes bastante aproximados a los resultados obtenidos mediante
la solucion semi-analitica.

tiempo [dias| | p, [psi] | pn [pS] | [pa — Dnl
0.1 3588.08 | 3588.23 0.15
0.2 3587.54 | 3587.69 0.15
0.3 3587.22 | 3587.33 0.11
0.4 3587.00 | 3587.14 0.15
0.5 3586.82 | 3586.95 0.13
0.6 3586.68 | 3586.79 0.11
0.7 3586.56 | 3586.68 0.12
0.8 3586.45 | 3586.57 0.12
0.9 3586.36 | 3586.46 0.10
1.0 3586.28 | 3586.37 0.09
1.5 3585.96 | 3586.02 0.06
2.0 3585.74 | 3585.78 0.04
2.5 3585.56 | 3585.59 0.02
3.0 3585.42 | 3585.43 0.01
4.0 3585.19 | 3585.19 0.00

Tabla 5.3: Valores de presion obtenidos para r = r,,, donde p, es la presion obtenida analiticamente
v pn la presion obtenida numéricamente.
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tiempo [dias| | ps [psi] | pn [PSI] | |Pa — Pul
0.1 3595.92 | 3596.09 0.17
0.2 3595.38 | 3595.55 0.17
0.3 3595.06 | 3595.20 0.13
0.4 3594.84 | 3595.01 0.17
0.5 3594.66 | 3594.82 0.16
0.6 3594.52 | 3594.65 0.13
0.7 3594.40 | 3594.54 0.15
0.8 3594.29 | 3594.43 0.14
0.9 3594.20 | 3594.33 0.13
1.0 3594.12 | 3594.23 0.11
1.5 3593.80 | 3593.89 0.09
2.0 3593.58 | 3593.64 0.06
2.5 3593.40 | 3593.45 0.05
3.0 3593.26 | 3593.30 0.04
4.0 3593.03 | 3593.05 0.02

Tabla 5.4: Valores de presion obtenidos para r = r., donde p, es la presion obtenida analiticamente
v pn la presion obtenida numéricamente.
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Figura 5.5: Grafico de presion contra tiempo para valores de presién obtenidos en el radio de pozo
y de exploracion mediante la solucion analitica y numérica. Se observa que la solucién numérica
se ajusta al comportamiento de la solucién analitica.
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Modelo de Fractura Explicita
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6.1. Modelo Conceptual

1. Se considera un sistema cerrado bajo condiciones isotérmicas.
2. Existe una fase fluida y una inmévil .

3. La fase fluida es un fluido newtoniano ligeramente compresible que consta de un solo com-
ponente.

4. La fase inmovil es una matriz porosa homogénea ligeramente compresible.
5. La viscosidad de la fase movil es constante.
6. Existe una fractura contenida en el medio poroso.

7. La fractura es considerada como otro medio poroso homogéneo con propiedades petrofisicas
diferentes.

8. Tanto el medio poroso como la fractura se encuentran totalmente saturados por la fase fluida.
9. La permeabilidad del medio poroso y de la fractura es constante.
10. La fase fluida presenta flujo darciano a través del medio poroso y de la fractura.

11. Se considera que no existe flujo difusivo en las fronteras del sistema, es decir, 7 = 0.

6.2. Modelo Matematico

El modelo matematico de fractura explicita para flujo monofésico ligeramente compresible se
obtiene a partir de las ecuaciones generales para flujo monofdsico en medios porosos con discon-
tinuidades.

Ecuacion de balance global

%Mf(t)z /9(£7t)d£+ / I(&;t)'ﬂdz—l-/gz@,t)d& (6.1)

B(t) dB(t) 2(t)

Ecuacion diferencial de balance local

00+ V- (-Lh (Vo - V) =g+ 2 i Ve B\ S, (62)

Ecuacion de salto de balance local

[p(u—us) —7] -n5 =92 ; VaeX(). (6.3)
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De acuerdo con el Modelo Conceptual, el dominio §2 estda conformado por dos subdominios,
uno correspondiente a la matriz (m) y otro a la fractura (fr), los cuales designaremos como €,
y ¢, en base al esquema de fractura explicita en 2D, ver Figura

o,
d

2

O, Qr, QO O,

Ny,
M

O

Figura 6.1: Representacién esquematica del modelo de fractura explicita en 2D. Donde €2, es el
subdominio correspondiente a la matriz, 3; y Y3 son las interfaces dentro del dominio, ny, y
ny, son la normal correspondiente a dichas interfaces, {1y, es el subdominio correspondiente a la
fractura, considerada como otro medio poroso con propiedades petrofisicas diferentes y d el espesor
de la fractura.

Debido a que existen interfaces en el interior del dominio, entre los subdominios, y no existe
flujo difusivo en las fronteras del sistema, 7 = 0, la ecuacion de balance global se expresa cémo

G0 = [ gt de+ [ gslet) o (6.4)

dt
B(t) 2(t)

la ecuacién diferencial de balance local cémo

09+ V- (~Lh (Vp- V) =g i Ve B\ B0, (6.5)

Y la ecuacién de balance local de salto sera:

[p(u—us)] -y =gs;  Va € X(t) (6.6)

La ecuacién que describe el flujo de un fluido ligeramente compresible en un medio poroso se
derivé en el capitulo [l ecuacion (£33

poe 2 - Ch (Vp =V =g vzeBO\B0), (6.7)



44 CAPITULO 6. MODELO DE FRACTURA EXPLICITA

Si consideramos que la interfaz esta inmévil (uy, = 0), la ecuacién de salto[6.6] puede reescribirse
de la siguiente manera:

[pu] - ng = gs (6.8)

desarrollando el salto en la funcion

p(ut—u) ny=gs (6.9)

introduciendo la Ley de Darcy en su forma vectorial, ecuacion BTl en la expresiéon anterior
1 * 1 -
p —;ﬁ (Vp=p,V2)| — —pé (Vp=p/V2)| ¢ ng=ygs (6.10)

Condicién inicial

Se establece como condicion inicial el valor de la presion al tiempo inicial.
p(to) = po (6.11)

Condicion de frontera externa

Se considera condicion de no flujo en las fronteras externas, por lo que se establecen condiciones
de frontera tipo Neumann.

n-u=_0; Va € 00Q(t) (6.12)

Condicion de frontera interna

La ecuacién [6.10] se establece como una condicién de frontera interna.
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6.3. Modelo Computacional

Si el dominio del sistema se encuentra en un espacio de dos dimensiones, la ecuacion que
describe el flujo de un fluido ligeramente compresible en un medio poroso, considerando flujo
horizontal y dividiendo por la densidad, es la ecuacién (5.40)

H
quct% -V (gﬁ -Vp) = Hg, Vo e Qt) \ X(¢) (6.14)
donde ¢ = g/p
Para cada subdominio:
H
Houeigp =+ (115, V) = 5 ¥2e 0,0\ (0 (6.15)
H
qufrct% -V <;§ﬁ : Vp) = Hg; Vo e Qp (1) \ X(2) (6.16)

Debido a que se considera la continuidad del flujo en las interfaces internas, la ecuacion de
salto se reescribe como:

p [<_%§~Vp)+ - (—%ﬁ.w)_

Para la implementacion del modelo en COMSOL Multiphysics en el modo EDP con formulacién
de coeficientes para andlisis dependiente del tiempo, éste se ingresa mediante la sustitucion de los
coeficientes de la siguiente manera:

Ny, = 0; Vo € 3(t) (6.17)

0%*u +d ou
ea a
ot2 ot

u=p, dy=Hsxphixct, c=Hxk/mu, v a=v=B=a=¢,=f=0.

—V:(cVu+au—~v)+pB-Vut+au=f (6.18)

donde o = m, fr segin el subdominio del que se trate.

El coeficiente f se iguala a cero debido a que los términos fuente o sumidero se implementan
en un punto mediante una formulacion débil.

Para establecer una fuente o sumidero en un punto, se dibuja un punto en el lugar apropiado
y se especifica la descarga. Se debera establecer la descarga como un gasto volumétrico, con signo
negativo para denotar un sumidero y positivo para denotar una fuente Kitanidis ).
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Condicioén inicial
Se establece como condicion inicial el valor de la presion al tiempo inicial.

u(to) = p0 (6.19)

Condicion de frontera externa

En las cuatro fronteras externas se considera condicion de no-flujo, por lo que se establecen
condiciones de frontera de tipo Neumann. La ecuacién general para condiciones de frontera de
tipo Neumann en COMSOL esta definida de la siguiente manera:

n-(cVu+au—~)+qu=g (6.20)

por lo que establecemos: u =p, c¢=Hxk/mu, v a=v=q=g=0.
n-u=0; Vo € 00(t) (6.21)

Condicion de frontera interna

Al considerar a la fractura como un subdominio interno, sus fronteras son fronteras internas
del dominio, en las cuales se establece continuidad del flujo de masa. La ecuacion general para
condicion de frontera interna de tipo Neumann en COMSOL estd definida de la siguiente manera:

n-((cVp+ap—7v), — (cVp+ap—7),) +ap=g (6.22)

por lo que establecemos: u =p, c¢=Hxk/mu, v a=v=q=9g=0.

n- (g+ — g_) =0 Vo € 3(t) (6.23)

6.4. Casos de Estudio

Los casos de estudio han sido propuestos considerando valores de referencia de Chen et al.

(2006) y de [Hoteit y Firoozabadi (2005).

Se establece un sector de yacimiento de superficie rectangular con 20 [ ft] de longitud en la direc-
cién z7 y 10 [ft] de longitud en la direccién x5, una presion inicial de 300 [psi], porosidad del veinte
por ciento, permeabilidad absoluta de 10 [md] y compresibilidad de la roca de 0.000004 [1/psi]. El
aceite producido tiene una viscosidad de 1.06 [cp] y una compresibilidad de 0.00001 [1/psi].

Ademss, se considera un proceso de inyeccién-produccién entre dos pozos, un pozo inyectando
a un gasto de 2.687976 [ST B/ D] y otro produciendo a una presién constante de 300 [psi]. Inmersa
en el medio poroso se encuentra una fractura de 0.01 [ft] de espesor, con porosidad del veinte por
ciento, permeabilidad absoluta de 10,000 [md] y compresibilidad de 0.000004 [1/psi].
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simbolo | Descripcién Valor Unidad
Do Presion inicial 300 DSt
1 Viscosidad del aceite 1.06 cp
k Permeabilidad absoluta 10 md
ﬁ;r Permeabilidad absoluta de la fractura | 10,000 md
Co Compresibilidad del aceite (cy) 0.00001 | 1/psi
CR Compresibilidad de la roca 0.000004 | 1/psi
Crr Compresibilidad de la fractura 0.000004 | 1/psi
0] Porosidad 0.2 fraccién
Ofr Porosidad de la fractura 0.2 fraccién
qi Gasto de inyeccion 2.687976 | STB/D

Dp Presion de produccién 300 psi
H Espesor 1 m
T Longitud del yacimiento en x; 20 ft
T Longitud del yacimiento en xs 10 ft
d espesor de la fractura 0.01 ft
l longitud de la fractura 3.3 ft

Tabla 6.1: Datos del caso de estudio

Se presentan cuatro casos de estudio correspondientes a cuatro orientaciones diferentes de la
fractura, 8 = 0°, 6 = 45°, § = —45° y § = 90°, ver Figura[6.2l Para cada orientacion se consideran
dos casos, cuando la fractura actia como un canal preferencial al flujo y cuando actiia como una
barrera.

Produccion
® 1
Matriz
0 i
i
—————————— %—————————— Y
Fractura i\V-
PoYd
Inyeccién '
® v
[ |
™ z ™|

Figura 6.2: Representacion esquematica del problema. Donde 6 representa los grados con respecto
a la linea vertical discontinua, correspondiente a la orientacion de la fractura. La linea horizontal
discontinua representa un corte longitudinal para el cual se obtiene el perfil de presion y velocidad.
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6.4.1. Fractura con orientacion 6 = (°
Dominio

El dominio del modelo computacional es un rectangulo de base x; y altura xz,. El subdominio
correspondiente a la fractura es un rectdngulo de base d y altura [ (ver Figura B.3]).

Figura 6.3: Dominio del modelo computacional donde z; = 6.096 [m], xo = 3.048 [m], d =
3.048 [mm] y | = 1.00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura [B.4).
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Figura 6.4: Izquierda: Mallado del dominio computacional con 16,651 grados de libertad y 8,300

elementos triangulares del tipo Lagrange cuadraticos. Derecha: Acercamiento al espesor de la
fractura.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura [8X).
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Figura 6.5: Fronteras del dominio computacional, con su indexacién correspondiente. Las fronteras
externas 1, 2, 3 y 8 son impermeables. Las fronteras internas 4, 5, 6 y 7 son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura [R.0)).

Figura 6.6: En el punto inferior izquierdo se impone una condiciéon tipo Neumann para estable-
cer inyeccién (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer produccion a presién constante (sumidero).
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Fractura abierta al flujo (5& > §m>
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Figura 6.7: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la

presion y la velocidad son continuas a través de la fractura.

espesor d=0.01 [ft] = 3[mm]

Maximo: 524.818

519.127
507.743
496.36

484.977
473.594
462.211
450.827
439.444
428.061
416.678
405.295
393.911
382.528
371.145
359.762
348.379
336.995
325.612
314.229
302.846

Minimo: 302.846

Figura 6.8: Gréfico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento prefe-
rencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de ésta.
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Barrera al flujo <§fr XK Em)
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Figura 6.9: Perfiles de presion (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presién y la velocidad a través de la fractura.

2.5

1.5

espesor d=0.01 [ft] = 3[mm]

Maximo: 519.618

514.058
502.938
491.818
480.698
469.578
458.459
447.339
436.219
425.099
413.979
402.859
391.739
380.619
369.499
358.379
347.26
336.14
325.02
313.9
302.78

Minimo: 302.78

Figura 6.10: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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6.4.2. Fractura con orientacion 6 = 45°
Dominio

El dominio del modelo computacional es un rectangulo de base x; y altura xz,. El subdominio
correspondiente a la fractura es un rectdngulo de base d y altura [ (ver Figura B.IT]).

Figura 6.11: Dominio del modelo computacional donde xz; = 6.096 [m], 2o = 3.048 [m], d =
3.048 [mm] y [ = 1.00584 [m]

Mallado
Malla del dominio computacional (ver Figura [8.12).

Figura 6.12: Izquierda: Mallado del dominio computacional con 16,145 grados de libertad y 8,048
elementos triangulares del tipo Lagrange cuadraticos. Derecha: Acercamiento al espesor de la
fractura.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura RBTI3).
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2684 2685 2686 2687 2688 2689 269 2691 2692 2693 2694 2695 2696 34 3401 3402 3403 3404 3405 3406 3.407 3408 3409 341 3411 3412

Figura 6.13: Fronteras del dominio computacional, con su indexacién correspondiente. Las fronte-
ras externas 1, 2, 3 y 8 son impermeables. Las fronteras internas 4, 5, 6 y 7 son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura R.14)).

Figura 6.14: En el punto inferior izquierdo se impone una condicién tipo Neumann para estable-
cer inyeccién (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer produccion a presién constante (sumidero).
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Fractura abierta al flujo (5& > §m>
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Figura 6.15: Perfiles de presion (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presion y la velocidad son continuas a través de la fractura.

espesor d=0.01 [ft] = 3[mm] Maximo: 524.838
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Figura 6.16: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de ésta.
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Barrera al flujo <§fr XK Em)
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Figura 6.17: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales

correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo d
en la presién y la velocidad a través de la fractura.

espesor d=0.01 [ft] = 3[mm]

e 120 [s]. Se observa un salto

Maximo: 519.637
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Figura 6.18: Gréfico de curvas de nivel y lineas de flujo. Se observa un
a evadir la fractura.
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6.4.3. Fractura con orientacion 6 = —45°
Dominio

El dominio del modelo computacional es un rectangulo de base x; y altura xz,. El subdominio
correspondiente a la fractura es un rectdngulo de base d y altura [ (ver Figura B.19]).

Figura 6.19: Dominio del modelo computacional donde z; = 6.096 [m], 2o = 3.048 [m], d =
3.048 [mm] y [ = 1.00584 [m]

Mallado
Malla del dominio computacional (ver Figura [8.20]).

ol
} 1 vy
g > B aTanarsavey,
il L vy aa]
: " S v Ry
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Figura 6.20: Izquierda: Mallado del dominio computacional con 16,369 grados de libertad y 8,160
elementos triangulares del tipo Lagrange cuadraticos. Derecha: Acercamiento al espesor de la
fractura.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura RB2T]).
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Figura 6.21: Fronteras del dominio computacional, con su indexacién correspondiente. Las fronte-
ras externas 1, 2, 3 y 8 son impermeables. Las fronteras internas 4, 5, 6 y 7 son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura [R.22).

Figura 6.22: En el punto inferior izquierdo se impone una condicién tipo Neumann para estable-
cer inyeccién (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer produccion a presién constante (sumidero).
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Fractura abierta al flujo (5& > §m>
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Figura 6.23: Perfiles de presion (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presion y la velocidad son continuas a través de la fractura.

espesor d=0.01 [ft] = 3[mm] Maximo: 522.607
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Figura 6.24: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de ésta.
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Barrera al flujo <§fr XK Em)
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Figura 6.25: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presién y la velocidad a través de la fractura.

espesor d=0.01 [ft] = 3[mm] Maximo: 517.224
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Figura 6.26: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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6.4.4. Fractura con orientacion 6 = 90°
Dominio

El dominio del modelo computacional es un rectangulo de base x; y altura xz,. El subdominio
correspondiente a la fractura es un rectdngulo de base d y altura [ (ver Figura B.2T]).
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Figura 6.27: Dominio del modelo computacional donde xz; = 6.096 [m], 2o = 3.048 [m], d =
3.048 [mm] y | = 1.00584 [m]

Mallado
Malla del dominio computacional (ver Figura B.28g)).
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Figura 6.28: Izquierda: Mallado del dominio computacional con 16,143 grados de libertad y 8,048
elementos triangulares del tipo Lagrange cuadraticos. Derecha: Acercamiento al espesor de la
fractura.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura B29).
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Figura 6.29: Fronteras del dominio computacional, con su indexacién correspondiente. Las fronte-
ras externas 1, 2, 3 y 8 son impermeables. Las fronteras internas 4, 5, 6 y 7 son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura [R.30).

Figura 6.30: En el punto inferior izquierdo se impone una condicién tipo Neumann para estable-
cer inyeccién (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer produccion a presién constante (sumidero).
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Fractura abierta al flujo (Efr > 5m>
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Figura 6.31: Perfiles de presion (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presion y la velocidad son continuas a través de la fractura.
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Figura 6.32: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de ésta.
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Barrera al flujo <§fr XK Em)
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Figura 6.33: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presién y la velocidad a través de la fractura.

Tiempo= 65  Curva de nivel: presién  Linea de flujo: velocidad de Darcy Maximo: 534.02
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Figura 6.34: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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7.1. Modelo Conceptual

1. Se considera un sistema cerrado bajo condiciones isotérmicas.
2. Existe una fase fluida y una inmévil .

3. La fase fluida es un fluido newtoniano ligeramente compresible que consta de un solo com-
ponente.

La fase inmovil es una matriz porosa homogénea ligeramente compresible.
La viscosidad de la fase fluida es constante.

Existe una fractura contenida en el medio poroso.

N e

La fractura es considerada como una interfaz (discontinuidad), la cual representa a otro
medio poroso homogéneo con propiedades petrofisicas diferentes.

@

Tanto el medio poroso como la fractura se encuentran totalmente saturados por la fase fluida.
9. La permeabilidad del medio poroso y de la fractura es constante.
10. La fase fluida presenta flujo darciano a través del medio poroso y de la fractura.

11. Se considera que no existe flujo difusivo en las fronteras del sistema, es decir, 7 = 0.

7.2. Modelo Matematico

El modelo matematico de fractura discreta mediante descomposicién de dominio se deriva a
partir del modelo de fractura explicita, como ha sido presentado por Martin et all (|20Dﬂ), ver
Figura [Tl

Ecuacion de balance global

0= [ ot div [ ostat) de 1)

dt
B(t) ()

Se considera que existen interfaces en el interior del dominio, y no existe flujo difusivo en las
fronteras del sistema, 7 = 0.

Ecuacion diferencial de balance local
dp p o
pqﬁcta -V (;ﬁ (Vp —p7V2)) = g; Ve € B(t) \ X(¢). (7.2)
Ecuacion que describe el flujo de un fluido ligeramente compresible en un medio poroso, deri-
vada en el capitulo [ ecuacion (.35
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Ecuacion de salto de balance local

p { [—%ﬁ (Vp— mVZ)] i {—%ﬁ (Vp— pWZ)] _} Ny =gy (7.3)

Ecuacion de salto para el flujo de un fluido ligeramente compresible en un medio poroso con
discontinuidades derivada en el capitulo [0, ecuacion [6.10]

1 2
852},1 d E)Q%n an 8Qm
o Xfr
ny, n
1= L5
o, Ql, Q. oz, 002, 00, O 02, 002,
ny,
Yo
1 2
onk, Iy o902, o0, o0,

Figura 7.1: Izquierda: Representacion esquematica del modelo de fractura explicita, presentado
en el capitulo Bl Derecha: Representacion esquemética del modelo de fractura discreta mediante
descomposicion de dominio.

Ecuaciones de balance local para los subdominios correspondientes a un medio poroso

Si se considera flujo horizontal y se divide por la densidad, las ecuaciones de balance local
y se pueden reescribir como

7

) o . .
P +Vou =g /p=q5 Ve eQ,\Ti(t) i=12 (7.4)
(gl — g2) Ny, = gs,/p = (s Vo € ¥,;(t) 1=1,2 (7.5)
donde
1, . : ,
u'=—=k -Vp; VzeQ, =12 (7.6)

ch=cp+ch (7.7)



68 CAPITULO 7. DESCOMPOSICION DE DOMINIO

Ecuaciones de balance local para el subdominio correspondiente a la fractura

De manera andloga, la ecuaciéon diferencial de balance local para la fractura es

pyr
¢frcth 8; +V- Uypy = ng/p - eru v£ S er (78)
donde
1 .
er = _ﬁﬁfr ’ vpfra VZ € er (79)
Cipr = Cp+ Cpp (7.10)

La ecuacién puede reescribirse como

Opyr
G frCe fr gt + Vi up + Ve up, = qp; Vo € Qy, (7.11)

donde V,, y V, son los operadores de la divergencia normal y tangencial.

Integrando la ecuacién B.I1] en la direccién normal a la fractura, obtenemos

/2 /2 /2 /2
Opy,
/QSfTthT Pr dn + / Vi - Uy, - ndn + / V- uypdn = /qfrdn (7.12)
—d/2 —d/2 —d/2 —d/2
/2 /2
op fr 0 0Py,
/¢frctfr _=¢fr6tfr§/Pfrdﬂzdcbfrctfra—tf (7.13)
—d/2 —d/2
/2
donde Py, =% [ pprdn
—d/2

d/2

d/2
/ Vo -ty - ndn = ug, - nl_/d/2 =Up Ngp — Upp 0| _qpp = Up, 0y, —uyonls, o (7.14)
—d/2
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/2 /2
/ V. updn =V, - / updn =V, -Ug, (7.15)
—d/2 —d/2
d/2
donde Uy, = [ uy, dn
—d/2
Considerando que
/2
er - / erdﬂ (716)
—d/2

Entonces podemos reescribir la ecuacion B.12] como

0Py,
d¢frctfra—; + (wp 1) gy — (up - n) s, + Ve Uy = Qpr; Yz € Xy, (7.17)

Al considerar la continuidad del flujo a través de las interfaces »; y X9 podemos reescribir la
ecuacion como

0P,
d¢frthra—Z + (W n)— (u'n)+V, Uy = Qp Vo € Xy, (7.18)

donde (u? - n) — (u' - n) es el termino que representa el flujo de los subdominios hacia el interior
de la fractura.

Reorganizando la ecuacion [B.18]

0P,
dgbf?“ctfr&—tf + VT . er = er + (ﬂl - y2) "N VZ € ZfT’ (719)

Sin embargo, podemos descomponer la velocidad en la fractura u, en términos de sus compo-
nentes normal y tangencial

Upp = Ugp, + Upy | (7.20)
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donde
1
Upry = Kpy Vol
1
Upr, = = Ky VP

Al integral la velocidad tangencial 822 en la direccién normal a la fractura, obtenemos

d/2 /2
1
[ upin= [ =k, - pnan
—d/2 —d/2
d/2 d/2

1 1 d

Ly Veppdn= -tk V. / prodn = -2

/ p=Irr ! p=irr ! I

—d/2 —d/2
/2
donde Py, = é f psrdn
—d/2
Por lo tanto
/2
d
ny« dﬂ - __E . V7'Pf7“
T Iu—f"r
—d/2
d
er = _ﬁﬁfr'r : v'rpfr; v£ € Zfr

Esto es la ley de Darcy en la fractura.

Sustituyendo U, en la ecuacion B.19

0Py, d
d¢frcf7‘t8—tf o VT ’ (;éfm— ’ VTPfT) = Qf" + (ﬂl - Q2) " n,

k

=frr

: VTPf’I‘

Vx € Efr

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)
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La ecuacién [B.21] debe ser utilizada para dar condiciones de frontera a lo largo de Yy, para
los sistemas en !y Q2 | los cuales toman en cuenta una diferencia de presién de un lado de la
fractura al otro.

Integrando la velocidad normal B.2T] en la direccion normal a la fractura, obtenemos

1 1
[wponin = [ =k Vapgnin =~k [ g ndn
= =k ) Y= ok, (prelae — ppl o)
p=frn fr)1—da/2 1= frid/2 fril—d/2
1
- _pﬁfrn (pr‘Ez - pfr|21) (7.28)
Por lo tanto
/2
1
/ Qﬂ“n ) ﬂdﬂ = _pﬁfrn (pr‘Ez - pfr|21) (729)
—d/2
/2
La integral [ u fr,, - dn puede ser aproximada mediante la regla del trapezoide.
—d/2
/ 1
[ rwyin 5 0-a) (@) + 10 (7.30)
/2
1
/ ugy,, - ndn = o (d) [(ug, - n) s, + (2, - n) [s)] (7.31)
—d/2

Considerando continuidad del flujo a través de las interfaces »; y 3

%l [(ws, - n) Is, + (g, - 0) |5, ] = g (@ n) s, + (&' n)ls] (7.32)
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y continuidad de la presién a través de las interfaces ¥; y o

1 1
. péan (pfr|22 _pr’|21) - _péfrn (p2|22 _p1|21) (733)
se obtiene la siguiente igualdad
d 1
5 [(22 .Q) ls, + (gl .Q) |21] = _ﬁﬁﬂ’n (p%zz —pl‘gl) (7.34)
Reorganizando la ecuacion
2
[(@?-n) |s, + (u' - n) [5,] = ~ ik, (P*|ss = '[51) (7.35)
Recordando que n = ny, = —ny,
2
[ n,) b = () ea] = =5k, Pl = ') (7.36)
(' ng,) s — (@ ng,) 5] = —agp (0[5, —p'ls)) (7.37)
2k,
donde o, = —d
Reorganizando la ecuacion
1
(P*l2, —'ls)) = oy (W ng,) s — (U ng,) |sn]; Yz ey, (7.38)

Derivacion de las condiciones de frontera en las interfaces

Para obtener condiciones de frontera en Y, para los problemas en Q2 y Q. se requiere una
ecuacion adicional. Como la ecuacién [[.38 expresa la diferencia entre las presiones a través de ,,
una eleccion natural es obtener una ecuaciéon que exprese la suma de presiones en X¢,.

Si suponemos que la presién promedio a través de la fractura Py, es también el promedio de
las presiones en las interfaces Y1 y Y9, podemos establecer que

pz‘Ez _'_pl‘ﬁl = 2Pf7‘ (739)
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Por lo tanto, sumando y sustrayendo las ecuaciones [[.39y [7.38 podemos calcular p?|s, y p'|s, -

Sumando
1
2p2|22 = 2Pfr + o [(f ,222) |22 o (yl 'ﬂzl) |21]
1
2p°|s, — 2Py, = o (v ny,) |5, — (v ng,) |5, ]
2 1 2 ]‘ 1
Qfrp sy — agPp = 2 (ﬂ 'ﬂzg) |5y — B (ﬂ 'ﬂzl) A
]‘ 2 2 _ 1 1
-3 (u? - ns,) 5, + app’ls, = -5 (u' - ng,) Iz, + apPy,
Sustrayendo
1
2p' |y, = 2Py — o (v nyg,) |5, — (v ng,) |5, ]
1
2p' s, — 2Py, = o (v ng,) Iz, — (' n5,) 5]

1
(u* g, ) |2y = 5 (1" g, I3y

N =

ag P — appls, =

1 1
-3 (u' - ng,) s, + app'ls, = -3 (v ny,) |5, + ap Py,

Condicion inicial
p(to) = po

Condicion de frontera externa

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)

(7.44)

(7.45)

(7.46)

(7.47)

(7.48)

En las cuatro fronteras externas se considera que no existe flujo, por lo que se establecen

condiciones de frontera tipo Neumann.

n-u=0; Va € 00Q(t)

(7.49)
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Condiciones de frontera interna

En la frontera interna que corresponde a la discontinuidad, se establecen condiciones tipo
Robin, una por cada lado de la frontera.

1 1

- 5 (gz 'ﬂEz) ‘22 +apr2‘22 = _5 (ul '221) ‘21 + afTPfT (750)
]‘ 1 1 1 2

-3 (u' - ng,) |5 + app'ls, = -5 (v - ny,) |5y + g Pry (7.51)

7.3. Modelo Computacional

Si el dominio del sistema se encuentra en un espacio de dos dimensiones, la ecuacion que
describe el flujo de un fluido ligeramente compresible en un medio poroso, considerando flujo
horizontal y dividiendo por la densidad, es la ecuacion (B.40)

Hgbct@ -V (Zlk Vp) = Hg; Vo € Qt) \ X(t) (7.52)
donde ¢ = g/p

Para cada subdominio:

Hqﬁlciaa]; -V (;ﬁin : Vp2> = Hq"; Vo e Q) \ 2i(t) i=1,2 (7.53)

Para la implementacién de las ecuaciones de balance local que gobiernan el flujo en los subdo-
minios correspondientes a medios porosos, se utiliza el modo EDP con formulaciéon de coeficientes
para analisis dependiente del tiempo de COMSOL Multiphysics. La ecuacién general de formula-
cion de coeficientes esta definida de la siguiente manera

U v (cev +4)+B-Vutau=f (7.54)
€q—— a— - (—cVu— « . au = .
542 5 u u+ u u
por lo tanto, para el subdominio 1 establecemos

u=pl, ds,=Hsxphilxctl, c=Hxkl/mu, v a=v=8=a=e,=f=0.

donde ctl = cf +cR1

H¢t ;86{1 + V- (—Ek:l vp) =0; Vo € QF (7.55)

y para el subdominio 2, establecemos
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u=p2, ds=Hxphi2xct2, c=Hxk2/mu, v a=v=8B=a=e,=f=0.

donde ct2 =cf 4+ cR2

H
H¢? ?8811 +V- (—gifn : VpQ) =0; Vze (7.56)

El coeficiente f se iguala a 0 en ambos subdominios debido a que los términos fuente o sumi-
dero se implementan en un punto mediante una formulacién débil.

Para establecer una fuente o sumidero en un punto, se dibuja un punto en el lugar apropiado
y se especifica la descarga. Se debera establecer la descarga como un gasto volumétrico, con signo
negativo para denotar un sumidero y positivo para denotar una fuente Kitanidis ).

La ecuacion de balance local correspondiente a la fractura necesita ser definida en un modo de
formulacién débil, en una dimensién menor a las ecuaciones de los subdominios y ser acoplada a
ellas a través de una condicion de frontera.

Si consideramos que no existe ningtin termino fuente Qy,, la ecuacion B.27 puede escribirse
como

OPy, d
d@wcmﬁ—tf + (W —u") n—-V,- (EQM - VTPfT) =0; VzeQy, (7.57)

Esta ecuacion en el modo de aplicacién de formulacion débil de contorno de COMSOL Mul-
tiphysics, estd expresada por

Término débil
weak = wfr

definido como
wfr=(-(phifr¥ctfr*d*Pft)+(ul+u2))*test(Pf)+((kfr/mu)*d*(-test(PfTx)*PfTx-test(PfTy)*PfTy))
donde Pf es la variable dependiente, test() son las funciones de peso, Tx y Ty son las derivadas

tangenciales con respecto a x y y, respectivamente, y t indica la derivada con respecto al tiempo,
de acuerdo a la sintaxis de COMSOL Multiphysics.

ul=uux+4uuy y u2=dux+du_y

uux=((-k/mu)*plx)*unx , uuy=((-k/mu)*ply)*uny , dux=((-k/mu)*p2x)*dnx vy
du_y=((-k/mu)*p2y)*dny
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donde plx y p2x son las derivadas de pl y p2 con respecto a x, de acuerdo a la sintaxis de
COMSOL Multiphysics.

Condicidén inicial
u(ty) = p0 (7.58)

Condicion de frontera externa

En las fronteras externas se considera que no existe flujo, por lo que se establecen condiciones
de frontera de tipo Neumann. La ecuacién general para condicién de frontera de tipo Neumann
en COMSOL esta definida de la siguiente manera:

n-(cVu+au—~v)+qu=g (7.59)
por lo que, para las fronteras del subdominio 1 establecemos:

u=pl, c=Hxkl/mu, v a=~v=q=g=0.

de manera analoga, para las fronteras del subdominio 2:
u=p2, c=Hxk2/mu, v a=~v=q=g=0.

n-u=0; Ve e i=1,2 (7.60)

Condicion de frontera interna

La ecuacién de balance local correspondiente a la fractura en una dimensiéon menor es acoplada
a las ecuaciones de los subdominios a través de dos condiciones de frontera, una por cada lado de
la fractura. Para establecer las condiciones de frontera sobre la frontera interna que representa a la
fractura, se utiliza la ecuacién general para condicién de frontera de tipo Neumann, en COMSOL
estd definida de la siguiente manera:

n-(cVp+ap—v)+qp=g (7.61)

por lo tanto en el subdominio 1 establecemos
qg=—2xalphaf y g=(u2.nx)+ (—2x*alpha_f x Pf)

considerando que n, = 1 en el subdominio 1, donde n, es la componente & del vector unitario
normal n, es decir, n = (1,0)
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y en el subdominio 2 establecemos
g =2=xalphaf y g=(—ul.nx)+ (2=xalpha_f x Pf)

considerando que n, = —1 en el subdominio 2, donde n, es la componente & del vector uni-
tario normal n, es decir, n = (—1,0)

donde
alpha_f = (2xkfr)/(muxd) , ul.nx=(—k/mu)*plx y u2.nx=(—k/mu)*p2x

donde plx y p2x son las derivadas de pl y p2 con respecto a x, de acuerdo a la sintaxis de
COMSOL Multiphysics.

1 1

- 5 (22 'QZ2) |22 +apr2‘22 = _5 (ul 'ﬂ21) ‘21 +afTPfT; Vz € 892 (762)
1 1 1 1 2

-3 (u' - ny,) |5, + pp'ls, = -3 (v - ny,) |5 + g Prr Vz € 00 (7.63)

Para establecer las condiciones de continuidad sobre las fronteras internas que no representan
a la fractura, se utiliza la ecuacién general para condicion de frontera de tipo Neumann, una por
cada lado de la fractura, definida de la siguiente manera:

n-(cVp+oap—~v)+agp=g (7.64)

por lo que en el subdominio 1 establecemos
gq=0 y g=—u2nx

considerando que n, = 1 en el subdominio 1, donde n,, es la componente & del vector unitario
normal n, es decir, n = (1,0)

y en el subdominio 2 establecemos
gq=0 y g=ulnx

considerando que n, = —1 en el subdominio 2, donde n, es la componente x del vector uni-
tario normal n, es decir, n = (—1,0)
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donde
ul nx = (=k/mu) x plx y u2.nx = (—k/mu) x p2x

plx v p2x son las derivadas de pl y p2 con respecto a x, de acuerdo a la sintaxis de COMSOL
Multiphysics.

n-u=n-u? Yz € 00 (7.65)

7.4. Casos de Estudio

En el modelo de fractura discreta mediante descomposicion de dominio para flujo monofsico
ligeramente compresible se consideran los mismos casos de estudio que han sido propuestos en el
capitulo [@ para el modelo de fractura explicita.

Se presentan cuatro casos de estudio correspondientes a cuatro orientaciones diferentes de la
fractura, # = 0°, = 45°, § = —45° y § = 90°, ver Figura[l.2l Para cada orientacion se consideran
dos casos, cuando la fractura actiia como un canal preferencial al flujo y cuando actiia como una
barrera.

Produccién

Matriz

Fractura

Inyeccién

Y

Matriz

Figura 7.2: Representacion esquematica del caso de estudio. Donde 6 representa los grados con
respecto a la linea vertical discontinua, correspondiente a la orientacién de la fractura. La linea
horizontal discontinua representa un corte longitudinal para el cual se obtiene el perfil de presion
y velocidad.
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7.4.1. Fractura con orientacion 6 = 0°
Dominio

El dominio del modelo computacional es un rectangulo de base x; y altura z,. El subdominio
correspondiente a la fractura es una linea de longitud [ (ver Figura [(.3)).

3.5

-0.5

Figura 7.3: Dominio del modelo computacional donde x; = 6.096 [m], o = 3.048 [m] y [ =
1.00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura [Z4]).

3.5

2.5

-0.5

Figura 7.4: Mallado del dominio computacional con 767 grados de libertad y 346 elementos trian-
gulares del tipo Lagrange cuadraticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura [.H).

Figura 7.5: Fronteras del dominio computacional, con su indexacién correspondiente. Las fronteras
externas 1, 2, 3, 5 y 8 son impermeables. Las fronteras internas 4, 6 y 7 son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura [Z.0)).

Figura 7.6: En el punto inferior izquierdo se impone una condiciéon tipo Neumann para estable-
cer inyeccién (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer produccion a presién constante (sumidero).
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Fractura abierta al flujo (Efr > 5m>
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311

310
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308

w
o
N

w
=3
>

305

304
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— 1.016[m]
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— 2.032[m]

26

2.8
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34

3.6

1

0.9
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e o o o o o
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I
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0.1

x107%

— 1.016[m]
— 1.524[m]
— 2.032[m]

26

2.8

3
distancia, m

32 34

81

Figura 7.7: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presion y la velocidad son continuas a través de la fractura.

Time=87 Curva de nivel: p Linea de Flujo: [u_x, u_y]

Méximo: 526.099
—1520.375
—1508.927
—1497.479
~1486.031
~1474.583
463.134
451.686
440.238
428.79
417.342
405.894
394.446
382.998
™1371.55
—1360.102
1348.654
—1337.206
1325.758
M314.31

=—302.862
Minimo: 302.862

Figura 7.8: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento prefe-
rencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de ésta.
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Barrera al flujo (Efr K 5m>

311 -
— 1.016[m] x107
— 1.524[m] — 1016[m]
110 —— 2.032[m] 14 —— 1.524[m]
—— 2.032[m]
309 12
308
1
1 2
d 307 £
'.Oz -%' 0.8
¢ h-t
£ 306 3
K}
> 06
305
04
304 L -~
303 o2 T
\ \’_/_/_f —
302 0
26 28 3 3.2 34 36 26 28 3 32 34 36
distancia, m distancia, m

Figura 7.9: Perfiles de presion (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presiéon y la velocidad a través de la fractura.

Time=68 Curva de nivel: p Linea de Flujo: [u_x, u_y] Maximo: 519.508
1513.951
1502.836
™491.722
1480.608
[—1469.493
458.379
447.265
436.15
425.036
413.922
402.807
391.693
380.579
—1369.464
1358.35
1347.236
—1336.122
—1325.007
™1313.893

—302.779
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 5.5 6 Minimo: 302.779

3.5

Figura 7.10: Gréfico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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7.4.2. Fractura con orientacion 6 = 45°
Dominio

El dominio del modelo computacional es un rectangulo de base x; y altura z,. El subdominio
correspondiente a la fractura es una linea de longitud [ (ver Figura [[.TT]).

Figura 7.11: Dominio del modelo computacional donde x; = 6.096 [m], o = 3.048 [m] y | =
1.00584 [m]

Mallado
Malla del dominio computacional (ver Figura [[.12]).

Figura 7.12: Mallado del dominio computacional con 779 grados de libertad y 342 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadraticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura [[.13).

Figura 7.13: Fronteras del dominio computacional. Las fronteras externas son impermeables. Las
fronteras internas son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura [[.14)).

Figura 7.14: En el punto inferior izquierdo se impone una condicién tipo Neumann para estable-
cer inyeccién (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer produccion a presién constante (sumidero).
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Fractura abierta al flujo (Efr > 5m>

311 _
— 1L.164[m] 1 pa0®
—— 1.524[m] — 1.164[m]
310 —— 1.883[m] 1.524[m]
0.9 — 1.883[m]
309 08
308 0.7
= v 06
8307 2
: £
2 g
3 305
£ 306 K ¥#\
K]
Z 04
305 \
03
304 \P/\jé’R
02 -
303
0.1
302 0
26 238 3 32 34 36 26 2.8 3 32 34 36
distancia, m distancia, m

Figura 7.15: Perfiles de presion (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presion y la velocidad son continuas a través de la fractura.

Time=85 Curva de nivel: p Linea de Flujo: [u_x, u_y] ximo: 525.533

Ma;
™519.824

508.404

485.565
474.146
462.727
451.307
439.888
428.468
417.049
405.629
394.21

382.791
1371.371
™1359.952
™348.532
™1337.113

325.694
314.274

302.855
0o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 Minimo: 302.855

Figura 7.16: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de ésta.
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Barrera al flujo (Efr K 5m>

— 1.164[m] 2 M-
—— 1.524[m] — 1.164[m]
310 —— 1.883[m] —— 1.524[m]
18 — 1.883(m]
309 16
308 14
- v 12
8307 2
g 3
S 3.
K -]
£ 306 g
K

0.6 ,_,]
304 I \

0.4
303

\ 02
— N ———
302 [
26 28 3 3.2 34 3.6 26 2.8 3 3.2 34 36
distancia, m distancia, m

Figura 7.17: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presiéon y la velocidad a través de la fractura.

ximo: 513.352

Time=52 Curva de nivel: p Linea de Flujo: [u_x, u_y] Ma
—1507.93

497.087

486.244
475.401
464.558
453.715
442.872
432.029
421.186
410.342
399.499
388.656
377.813
71366.97

1356.127
™345.284
™1334.441

323.598
312.755

301.912
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 5.5 6 Minimo: 301.912

Figura 7.18: Gréfico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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7.4.3. Fractura con orientacion 6 = —45°
Dominio

El dominio del modelo computacional es un rectangulo de base x; y altura z,. El subdominio
correspondiente a la fractura es una linea de longitud [ (ver Figura [[.19).

Figura 7.19: Dominio del modelo computacional donde x; = 6.096 [m], o = 3.048 [m] y | =
1.00584 [m]

Mallado
Malla del dominio computacional (ver Figura [T.20).

Figura 7.20: Mallado del dominio computacional con 771 grados de libertad y 338 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadraticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura [Z.21]).

Figura 7.21: Fronteras del dominio computacional Las fronteras externas son impermeables. Las
fronteras internas son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura [[.22)).

Figura 7.22: En el punto inferior izquierdo se impone una condicién tipo Neumann para estable-
cer inyeccién (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer produccion a presién constante (sumidero).
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Fractura abierta al flujo (Efr > 5m>
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Figura 7.23: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la

presion y la velocidad son continuas a través de la fractura.

Time=69 Curva de nivel: p Linea de Flujo: [u_x, u_y]

Maximo: 519.78
—1514.216
™1503.088
—1491.96
—1480.831
—1469.703
458.575
447.447
436.319
425.191
414.063
402.935
391.807
380.679
—1369.551
—1358.422
™1347.294
—1336.166
™1325.038
m1313.91

=—302.782
Minimo: 302.782

Figura 7.24: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento

preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de ésta.
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Barrera al flujo (Efr K 5m>
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distancia, m

Figura 7.25: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presiéon y la velocidad a través de la fractura.

Time=51 Curva de nivel: p Linea de Flujo: [u_x, u_y] ximo: 512.621

Mé
—1507.224

496.432
485.639
474.846
464.053
453.26

442.467
431.674
420.881
410.089
399.296
388.503
377.71

71366.917
1356.124
™345.331
1334.538

323.746
312.953

302.16
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 Minimo: 302.16

Figura 7.26: Gréfico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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7.4.4. Fractura con orientacion 6 = 90°
Dominio

El dominio del modelo computacional es un rectangulo de base x; y altura z,. El subdominio
correspondiente a la fractura es una linea de longitud [ (ver Figura [[.27).

Figura 7.27: Dominio del modelo computacional donde x; = 6.096 [m], o = 3.048 [m] y | =
1.00584 [m]

Mallado
Malla del dominio computacional (ver Figura [[.28]).

Figura 7.28: Mallado del dominio computacional con 781 grados de libertad y 332 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadraticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura [7.29).

Figura 7.29: Fronteras del dominio computacional. Las fronteras externas son impermeables. Las
fronteras internas son permeables.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura [.30).

Figura 7.30: En el punto inferior izquierdo se impone una condicién tipo Neumann para estable-
cer inyeccién (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer produccion a presién constante (sumidero).
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Fractura abierta al flujo (Efr > 5m>

— 1.523[m] 161078
—— 1.524[m] — 1.523[m]
310 — 1.525[m] 1.524[m]
—— 1.525[m]
14
309
12
308
1
- »
8307 T
= "
2 g
2 So08
5 306 g
o <]
/\ S
— > 06 A
305 ’
LA
- ) &
303 02
302 0
26 238 3 32 34 36 26 28 3 32 34 36
distancia, m

distancia, m

Figura 7.31: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presion y la velocidad son continuas a través de la fractura.

espesor d=0.01 [ft] = 3 [mm] Méximo: 524.69
™1519.001
™1507.625
™1496.248
—1484.871
—1473.494
462.118
450.741
439.364
427.988
416.611
405.234
393.858
382.481
—1371.104
—359.728
™]348.351
—1336.974
™1325.598
™1314.221

=302.844
Minimo: 302.844

Figura 7.32: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de ésta.
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Barrera al flujo (Efr K 5m>

—— 1.523[m] o 0™
310 —— 1.524[m] —— 1.523[m]
— 1.525[m] 1.524[m]
18 —— 1.525[m]
308
16
306 14 \\
Z 304 212
= T £
] S~ g
g I 31
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> 08
300 \
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298 04 /kj/AL
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2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4 % 1 2 3 4 5 6 7
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Figura 7.33: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presiéon y la velocidad a través de la fractura.

ximo: 518.484

Time=65 Curva de nivel: p Linea de Flujo: [u_x, u_y] &é
—1512.862

501.62

490.377
479.135
467.893
456.65

445.408
434.165
422.923
411.68

400.438
389.195
377.953
71366.71

]355.468
™]344.225
™1332.983

321.74
310.498

299.255
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 5.5 6 Minimo: 299.255

Figura 7.34: Gréfico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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8.1. Modelo Conceptual

1. Se considera un sistema cerrado bajo condiciones isotérmicas.
2. Existe una fase fluida y una inmévil .

3. La fase fluida es un fluido newtoniano ligeramente compresible que consta de un solo com-
ponente.

La fase inmovil es una matriz porosa homogénea ligeramente compresible.
La viscosidad de la fase fluida es constante.

Existe una fractura contenida en el medio poroso.

N e

La fractura es considerada como una interfaz (discontinuidad), la cual representa a otro
medio poroso homogéneo con propiedades petrofisicas diferentes.

@

Tanto el medio poroso como la fractura se encuentran totalmente saturados por la fase fluida.
9. La permeabilidad del medio poroso y de la fractura es constante.
10. La fase fluida presenta flujo darciano a través del medio poroso y de la fractura.

11. Se considera que no existe flujo difusivo en las fronteras del sistema, es decir, 7 = 0.

8.2. Modelo Matematico

El modelo matematico de fractura discreta desconectada es una modificacién al modelo de
fractura discreta mediante descomposicién de dominio presentado por Martin et all (|20Dﬂ), ver
Figura Rl

Ecuacion de balance global

0= [ ot dos [ ostet) de 1)

B(t) =(t)
Se considera que existen interfaces en el interior del dominio, y no existe flujo difusivo en las
fronteras del sistema, 7 = 0.

Ecuacion diferencial de balance local
dp p o
pqﬁcta -V (;ﬁ (Vp —p7V2)) = g; Ve € B(t) \ X(¢). (8.2)
Ecuacion que describe el flujo de un fluido ligeramente compresible en un medio poroso, deri-
vada en el capitulo [ ecuacion (.35



8.2. MODELO MATEMATICO 97

Ecuacion de salto de balance local

p { [—%ﬁ (Vp— mVZ)] i l—%ﬁ (Vp— pWZ)] _} Ny =gy (8.3)

Ecuaciéon de salto para el flujo de un fluido ligeramente compresible en un medio poroso con
discontinuidades derivada en el capitulo [6], ecuacion [6.10]

onL 002, oQ,
g o
Qzﬁ
00} Q, Q7 002 Q n
m m m m an m —fr an
o901 902, o9,

Figura 8.1: Izquierda: Representacién esquematica del modelo de fractura discreta mediante des-
composicion de dominio , presentado en el capitulo [l Derecha: Representacion esquemadtica del
modelo de fractura discreta desconectada.

Ecuaciones de balance local para los subdominios correspondientes a un medio poroso

Si se considera flujo horizontal y se divide por la densidad, las ecuaciones de balance local
y [[3] se pueden reescribir como

Zcfta]; +V-u'=g"/p=q;  VeeQ \Xnt)  i=1,2 (8.4)
(u' —u?) -ns, =95, /p=as,; Vo€t (8.5)
donde
. 1. . : .
u'=—=k -Vp;, vVeeQ, i=12 (8.6)
M—m

ch=cy+ch (8.7)
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Ecuaciones de balance local para el subdominio correspondiente a la fractura

De manera andloga, la ecuacién diferencial de balance local para la fractura es

pyr
¢frcth 8; +V- Uypy = ng/p = dfr; v£ S er (88)
donde
1 .
Up = _pﬁﬂ‘ ’ vara \V/Z € er (89)
Cipr = Cp+ Cpp (8.10)

La ecuacién puede reescribirse como

Opyr
G frCe fr gt + Vi up + Ve up, = qp; Vo € Qy, (8.11)

donde V,, y V, son los operadores de la divergencia normal y tangencial.

Integrando la ecuacién B.I1] en la direccién normal a la fractura, obtenemos

d/2 d/2 d/2 d/2
Opy,
/QSfTthT Pr dn + / Vi - Uy, - ndn + / V- uypdn = /qfrdn (8.12)
—d/2 —d/2 —d/2 —d/2
/2 /2
0 iy 9, 0Py,
/¢frctfr b _=¢fr6tfr§/Pfrdﬂzdcbfrctfra—tf (8.13)
—d/2 —d/2
/2
donde Py, =% [ pprdn
—d/2

d/2

d/2
/ Vo -ty - ndn = ug, - nl_/d/2 =Up, o — Upp 0| _qpp = Up, 0y, —uy o0l (8.14)
—d/2
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/2 /2
/ V. updn =V, - / updn =V, -Ug, (8.15)
—d/2 —d/2
d/2
donde U;, = [ ws.dn
—d/2
Considerando que
/2
er - / erdﬂ (816)
—d/2

Entonces podemos reescribir la ecuacion B.12] como

0Py,
d¢frctfra—; + (wp 1) gy — (up - n) s, + Ve Uy = Qe Yz €y, (8.17)

Al considerar la continuidad del flujo a través de las interfaces »; y X9 podemos reescribir la
ecuacion como

0Py,
danrctfra—Z + (W n)—(v'n)+V, Uy =Qp:  VzeQy (8.18)

donde (u? - n) — (u' - n) es el termino que representa el flujo de los subdominios hacia el interior
de la fractura.

Reorganizando la ecuacion [B.18]

0P,
dgbf?“ctfr&—tf + VT . er = er + (ﬂl - y2) "N VZ € QfT’ (819)

Sin embargo, podemos descomponer la velocidad en la fractura u, en términos de sus compo-
nentes normal y tangencial

Upp = Ugp, + Upy | (8:20)
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donde
1
Upry = Kpy Vol
1
Upr, = = Ky VP

Al integral la velocidad tangencial 822 en la direccién normal a la fractura, obtenemos

d/2 /2
1
[ upin= [ =k, - pnan
—d/2 —d/2
d/2 d/2

1 1 d

Ly Veppdn= -tk V. / prodn = -2

/ p=Irr ! p=irr ! I

—d/2 —d/2
/2
donde Py, = é f psrdn
—d/2
Por lo tanto
/2
d
ny« dﬂ - __E . V7'Pf7“
T Iu—f"r
—d/2
d
er = _ﬁﬁfr'r : v'rpfr; v£ € Zfr

Esto es la ley de Darcy en la fractura.

Sustituyendo U, en la ecuacion B.19

0Py, d
d¢frcf7‘t8—tf o VT ’ (;éfm— ’ VTPfT) = Qf" + (ﬂl - Q2) " n,

k

=frr

: VTPf’I‘

Vx € er

(8.21)

(8.22)

(8.23)

(8.24)

(8.25)

(8.26)

(8.27)
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La ecuacién [B.21] debe ser utilizada para dar condiciones de frontera a lo largo de Yy, para
los sistemas en !y Q2 | los cuales toman en cuenta una diferencia de presién de un lado de la
fractura al otro.

Integrando la velocidad normal B.2T] en la direccion normal a la fractura, obtenemos

d/2 d/2 d/2
1 1
/ & ndn = / _pﬁfrn ' v"pfr ‘ndn = _ﬁﬁﬂ“n . / Vnpfr -ndn
= _l]{; (p )|d/2 :_l]{; (p ‘d —p |d)
w=rrn fr)l—d/2 [=Irn frid/2 fri—d/2
1
- _pﬁfrn (pr‘Ez - pr|21) (8.28)
Por lo tanto
/2
1
/ Qﬂ“n ) ﬂdﬂ = _pﬁfrn (pr‘Ez - pfr|21) (829)
—d/2
/2
La integral [ u fr,, - dn puede ser aproximada mediante la regla del trapezoide.
—d/2
/ 1
[ rwyin 5 0-a) (@) + 10 (8.30)
/2
1
/ ugy,, - ndn = o (d) [(ug, - n) s, + (2, - n) [s)] (8.31)
—d/2

Considerando continuidad del flujo a través de las interfaces »; y 3

%l [(ws, - n) Is, + (g, - 0) |5, ] = g (@ n) s, + (&' n)ls] (8.32)
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y continuidad de la presién a través de las interfaces Xy y o

1 1
- péfrn (pfr|22 _pfr|21) = _péfrn (p2|22 _p1|21) (833)
se obtiene la siguiente igualdad
d 1
5 (@ n) s, + (u' - n)|s,] = _ﬁéfrn (P°ls, — P'ls)) (8.34)
Reorganizando la ecuacion
(@ n)[o + (u' - n)ls,] = ~ ik, (P*lss — P'l51) (8.35)
Recordando que n = ny, = —ny,
2
[ n,) b = (@ nsy) [ea] = =5k, (Pl — ') (8.36)
[(u' - ns,) [5 — (@2 ns,) 5] = —agp (05, —p'ls)) (8.37)
2k,
donde ay, = —5=
Reorganizando la ecuacion
1
(P15, —p'ls) = o (@ ns,) |5, — (@' 05, 5] VzeX, (8.38)

Derivacion de las condiciones de frontera en las interfaces

Para obtener condiciones de frontera en Xy, para el problema en €2, se requiere una ecuacién
adicional. Como la ecuacién B.38 expresa la diferencia entre las presiones a través de ¥y,, una
eleccién natural es obtener una ecuacién que exprese la suma de presiones en ;.

Si suponemos que la presién promedio a través de la fractura Py, es también el promedio de
las presiones en las caras de la interfaz ¥¢,, podemos establecer que

p2|22 +p1|21 = 2PfT’ (839)
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Condicion inicial

p(to) = po (8.40)

Condicion de frontera externa
En las cuatro fronteras externas se considera que no existe flujo, por lo que se establecen
condiciones de frontera tipo Neumann.

n-u=>0; Va € 00Q(t) (8.41)

Condiciones de frontera interna

En la frontera interna que corresponde a la discontinuidad, se establecen condiciones tipo
Neumann y Dirichlet.

1
Pz, —P'lsy) = - (W nyg,) s, — (U ng,) [s]; VzeXy, (8.42)

fr

p2|22 +p1|21 = 2Pfr (843)

8.3. Modelo Computacional

Considerando flujo horizontal, la ecuacién (5.35]) puede reescribirse de la siguiente manera:

5 _
aqucta—f -V (%@ Vp)+ag; Yz Q) (8.44)
dividiendo la expresion anterior por la densidad se tiene
P _
agscta—f ~-V. (%@ Vp)+ag Vo e Q) (8.45)

donde q=yg/p y a=H

Para la implementacion de la ecuacion de balance local que gobierna el flujo en el subdominio
correspondiente al medio poroso, se utiliza el modo EDP con formulaciéon de coeficientes para
analisis dependiente del tiempo de COMSOL Multiphysics. La ecuacién general de formulacién
de coeficientes estd definida de la siguiente manera

u 4.2 L v (cev \% = 8.46
ea@—k aa—k - (—cVu—au+~)+p8-Vut+au=f (8.46)

por lo tanto, establecemos
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u=p, dg=Hsxphixct, c=Hxk/mu, v a=vy=08=a=¢,=Ff=0.

donde ct=cf +cR

H

Los términos fuente o sumidero se implementan en un punto. Para establecer una fuente o
sumidero en un punto, se dibuja un punto en el lugar apropiado y se especifica la descarga. Se
debera establecer la descarga como un gasto volumétrico, con signo negativo para denotar un
sumidero y positivo para denotar una fuente Kitanidis (IZ(H)S)

La ecuacion de balance local correspondiente a la fractura necesita ser definida en un modo de
formulacién débil, en una dimensién menor a las ecuaciones del subdominio y ser acoplada a ellas
a través de condiciones de frontera.

Si consideramos que no existe ningtin termino fuente Q¢,, la ecuacién B.27] puede escribirse
como

Py, d
dcbfrctﬁaa—; + (W —u') - n—-V,- (—k : vrpfr) =0; VzeQ, (8.48)

Iu:fTT

Esta ecuacion en el modo de aplicacion de formulacion débil de contorno de COMSOL Mul-
tiphysics, esta expresada por

Término débil
weak = wfr

definido como
wfr=(-(phifr¥ctfr*d*Pft)+ (ul+u2))*test(Pf)+((kfr/mu)*d*(-test(PfTx)*PfTx-test(PfTy)*PfTy))

donde Pf es la variable dependiente, test() son las funciones de peso, Tx y Ty son las derivadas

tangenciales con respecto a x y y, respectivamente, y t indica la derivada con respecto al tiempo,
de acuerdo a la sintaxis de COMSOL Multiphysics.

ul=uux4uuy y u2=dux+duy
uux=(-k/mu)*upx , uuy=(-k/mu)*upy , dux=(-k/mu)*dpx y du_y=(-k/mu)*dpy
donde upx y upy son las derivadas de p sobre la cara superior de una frontera con respecto a

x vy y, respectivamente. dpx y dpy son las derivadas de p sobre la cara inferior de una frontera con
respecto a x y y, respectivamente, de acuerdo a la sintaxis de COMSOL Multiphysics.
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Condicion inicial
u(to) = p0 (8.49)

Condicion de frontera externa

En las cuatro fronteras se considera que no existe flujo, por lo que se establecen condiciones
de frontera de tipo Neumann. La ecuacién general para condicién de frontera de tipo Neumann
en COMSOL esta definida de la siguiente manera:

n-(cVp+ap—~)+qgp=g (8.50)

por lo que establecemos: g =g =0

n-u=0;  Vzed, (8.51)

Condicion de frontera interna

La ecuacién de balance local correspondiente a la fractura en una dimensién menor es acoplada
a las ecuaciones de los subdominios a través de dos condiciones de frontera, una por cada lado de
la fractura. Para establecer las condiciones de frontera sobre la frontera interna que representa a la
fractura, se utiliza la ecuacion general para condicién de frontera de tipo Neumann, en COMSOL
estd definida de la siguiente manera:

n-(cVp+ap—7)+qp=g (8.52)
por lo tanto establecemos
q=0 . g=(=2xalphaf)x(down(p) —up(p)), h =Pf/p
y 7 = (down(p) +up(p))/2
considerando que n, = —1, donde n, es la componente x del vector unitario normal n, es

decir, n = (—1,0)
donde

alpha_f = (2 % kfr) /(mu % d)
1

Oéfr

(P’ls, — p'lsy) = (v ng,) s, — (v - ny,) 5] (8.53)

P’ls, +p'ls, = 2P (8.54)
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8.4. Casos de Estudio

En el modelo de fractura discreta mediante descomposicién de dominio para flujo monofsico
ligeramente compresible se consideran los mismos casos de estudio que han sido propuestos en el
capitulo [ para el modelo de fractura explicita.

Se presentan los modelos computacionales correspondientes a cuatro orientaciones diferentes
de la fractura, # = 0°, § = 45°, 6 = —45° y 0 = 90°, ver Figura 8.2l Para cada orientacion se
consideran dos casos, cuando la fractura actia como un canal preferencial al flujo y cuando actia
como una barrera.

Produccién

Matriz

Fractura

Inyeccién

N v

< . -

Figura 8.2: Representaciéon esquematica del caso de estudio. Donde 6 representa los grados con
respecto a la linea vertical discontinua, correspondiente a la orientacion de la fractura.
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8.4.1. Fractura con orientacion 6 = 0°
Dominio

El dominio del modelo computacional es un rectangulo de base x; y altura z,. El subdominio
correspondiente a la fractura es una linea de longitud [ (ver Figura B.3)).

Figura 8.3: Dominio del modelo computacional donde x; = 6.096 [m], o = 3.048 [m] y [ =
1.00584 [m]

Mallado

Malla del dominio computacional (ver Figura E4]).

Figura 8.4: Mallado del dominio computacional con 726 grados de libertad y 336 elementos trian-
gulares del tipo Lagrange cuadraticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura [R.H]).

Figura 8.5: Fronteras del dominio computacional, con su indexacién correspondiente. Las fronteras
externas 1, 2, 3 y 5 son impermeables. Las frontera interna 4 es permeable.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura ).

Figura 8.6: En el punto inferior izquierdo se impone una condiciéon tipo Neumann para estable-
cer inyeccién (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer produccion a presién constante (sumidero).
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Fractura abierta al flujo (kg >> kpnp)

311 _
—— 1.016[m] 10 6
—— 1.524[m] — 1.016[m]
310 —— 2.032[m] —— 1.524[m]
0.9 — 2.032[m]
309 RN 0.8 I”
308 0.7
A /
£ S
H 5
8 05
5306 3
]
Z 04
305 /
03
304
02
303
0.1
302 0
26 2.8 3 32 34 36 26 2.8 3 3.2 34 36
distancia, m

distancia, m

Figura 8.7: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presion y la velocidad son continuas a través de la fractura.

Time=120 Contour: pressure  Arrow: fluid velocity Max: 534.095

[1528.169
3.5 []516.316
1504.463
—1492.61

|—480.757
468.904
457.051
445.198
433.345
421.493
409.64

397.787
385.934
1374.081
1362.228
—1350.375
[T1338.522
[326.669
[T1314.816

=302.963
Min: 302.963

Figura 8.8: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento prefe-
rencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de ésta.
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Barrera al flujo (kg << Kpnp)

311 ~
—— 1.016[m] 10 6
— 1.524[m] —— 1.016[m]
310 —— 2.032[m] — 1.524[m]
0.9 —2.032[m]
309 08
308 0.7
——
2 » 06 AL
8307 2
£ -
S 5
2 S05
5306 S
3
H

|
|
|

03 =

304
0.2

303
0.1

302 [

26 2.8 3 32 34 3.6 26 2.8 3 32 34 36
distancia, m distancia, m

Figura 8.9: Perfiles de presion (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presién y la velocidad a través de la fractura.

Time=120 Contour: pressure  Arrow: fluid velocity x: 534.117

516.336
504.482
492.628
480.774
468.92

457.066
445.212
433.358
421.504
409.65

397.796
385.942
1374.088
1362.234
—1350.38

[T1338.526

Ma:
[T]528.19

326.672
314.818

302.964
Min: 302.964

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5

Figura 8.10: Gréfico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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8.4.2. Fractura con orientacion 6 = 45°
Dominio

El dominio del modelo computacional es un rectangulo de base x; y altura z,. El subdominio
correspondiente a la fractura es una linea de longitud [ (ver Figura B.IT)).

Figura 8.11: Dominio del modelo computacional donde x; = 6.096 [m], o = 3.048 [m] y | =
1.00584 [m]

Mallado
Malla del dominio computacional (ver Figura [BT12]).

Figura 8.12: Mallado del dominio computacional con 730 grados de libertad y 338 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadraticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura R13).

Figura 8.13: Fronteras del dominio computacional, con su indexacién correspondiente. Las fronte-
ras externas 1, 2, 3 y 5 son impermeables. Las frontera interna 4 es permeable.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura BI4).

Figura 8.14: En el punto inferior izquierdo se impone una condicién tipo Neumann para estable-
cer inyeccién (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer produccion a presién constante (sumidero).
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Fractura abierta al flujo (kg >> kpnp)
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Figura 8.15: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presion y la velocidad son continuas a través de la fractura.

Max: 534.138
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Figura 8.16: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de ésta.
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Barrera al flujo (kg << Kpnp)

— 1.164[m] 1.2 PA0°
—— 1524[m] — 1.164[m]
210 —— 1.883[m] — 1.524[m]
- —— 1.883[m]
)\ 1
309
308
0.8
ﬂ_ 307 é
& -
s 5
8 S 06
£ 306 3 /
3
g
305 04 >)\ \
304 i \’7[—/
0.2
303 /
302 0
26 28 3 32 34 36 26 2.8 3 32 34 36

distanacia, m distancia, m

Figura 8.17: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presién y la velocidad a través de la fractura.

Max: 534.15
3.5 —1528.222

—1516.366

504.511

1492.655

—1480.799
468.944
457.088
445.232
433.377
421.521
409.665
397.809
385.954
—1374.098
1362.242
1350.387
1338.531

326.675
314.82

302.964
Min: 302.964

Figura 8.18: Gréfico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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8.4.3. Fractura con orientacion 6 = —45°
Dominio

El dominio del modelo computacional es un rectangulo de base x; y altura z,. El subdominio
correspondiente a la fractura es una linea de longitud [ (ver Figura B.19).

Figura 8.19: Dominio del modelo computacional donde x; = 6.096 [m], o = 3.048 [m] y | =
1.00584 [m]

Mallado
Malla del dominio computacional (ver Figura [B20).

Figura 8.20: Mallado del dominio computacional con 730 grados de libertad y 338 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadraticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura R.21).

Figura 8.21: Fronteras del dominio computacional, con su indexacién correspondiente. Las fronte-
ras externas 1, 2, 3 y 5 son impermeables. Las frontera interna 4 es permeable.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura 822).

Figura 8.22: En el punto inferior izquierdo se impone una condicién tipo Neumann para estable-
cer inyeccién (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer produccion a presién constante (sumidero).
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Figura 8.23: Perfiles de presion (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presion y la velocidad son continuas a través de la fractura.
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Figura 8.24: Gréfico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de ésta.
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Barrera al flujo (kg << Kpnp)
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Figura 8.25: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presién y la velocidad a través de la fractura.
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Figura 8.26: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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8.4.4. Fractura con orientacion 6 = 90°
Dominio

El dominio del modelo computacional es un rectangulo de base x; y altura z,. El subdominio
correspondiente a la fractura es una linea de longitud [ (ver Figura B.27).

Figura 8.27: Dominio del modelo computacional donde x; = 6.096 [m], o = 3.048 [m] y | =
1.00584 [m]

Mallado
Malla del dominio computacional (ver Figura [B28]).

Figura 8.28: Mallado del dominio computacional con 718 grados de libertad y 332 elementos
triangulares del tipo Lagrange cuadraticos.
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Fronteras

Fronteras del dominio computacional (ver Figura [8.29).

Figura 8.29: Fronteras del dominio computacional, con su indexacién correspondiente. Las fronte-
ras externas 1, 2, 3 y 5 son impermeables. Las frontera interna 4 es permeable.

Puntos

Puntos del dominio computacional (ver Figura B30).

Figura 8.30: En el punto inferior izquierdo se impone una condicién tipo Neumann para estable-
cer inyeccién (fuente). En el punto superior derecho se impone una condicin tipo Dirichlet para
establecer produccion a presién constante (sumidero).
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Fractura abierta al flujo (kg >> kpnp)
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Figura 8.31: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa que la
presion y la velocidad son continuas a través de la fractura.
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Figura 8.32: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento
preferencial hacia el interior de la fractura y a lo largo de ésta.
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Barrera al flujo (kg << Kpnp)
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Figura 8.33: Perfiles de presién (Izquierda) y velocidad (Derecha) para tres cortes longitudinales
correspondientes a los extremos y centro de la fractura, a un tiempo de 120 [s]. Se observa un salto
en la presién y la velocidad a través de la fractura.

Max: 534.157
3.5 528.229
516.373
3 —{504.517
—492.661
—480.804
3 468.948
457.092
445.236
433.38
L5 421.524
] Aﬁgyj 409.668
1 H s [ 397.812
385.956

T 1374.1

]362.244
T | —1350.388
[1338.532
[T1326.676
-0.5 [T1314.82

—302.964
Min: 302.964

Figura 8.34: Grafico de curvas de nivel y lineas de corriente. Se observa un comportamiento que
tiende a evadir la fractura.
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9.1. Presion - Fractura abierta al flujo 6 = 0°

;;;;;;;;; m distancia, m distancia, m

(a) Fractura explicita (b) Descomposicién de dominio (¢) Fractura desconectada

Figura 9.1: Perfiles de presion obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Descomposi-
cién de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la fractura
en el centro (e), en el extremo superior (e) y en extremo inferior (e), a un tiempo de 120 [s]. En
este caso se considera una fractura abierta al flujo, ks, >> k,,, con una orientaciéon 6 = 0° con
respecto de la vertical, y ubicada a 3.048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura explicita, ver grafico @ de la Figura [0.1] se observa que cuando la
onda de variacién de presién alcanza el extremo inferior de la discontinuidad (e), se presenta una
ligera caida de presion. Esto se debe a que actiia como un sumidero, ya que la discontinuidad
representa un canal preferencial al fluyjo. En el centro de la discontinuidad (e), no se observa
ninguna perturbacién en la presion, sin embargo, se puede observar que la presion es menor con
respecto a la presion en el extremo inferior de la discontinuidad (e), esto es congruente con el
proceso de inyeccién-produccion debido a que el punto de inyeccion se encuentra mas cercano al
extremo inferior de la discontinuidad (e). Ademads, es condicién necesaria para que el flujo viaje
a lo largo de la fractura. En el extremo superior de la discontinuidad (e), se observa un ligero
incremento en la presion debido a que este actiia como una fuente. Sin embargo, la presién es menor
que en el centro (e) y el extremo inferior (o) de la discontinuidad. El modelo de descomposicién
de dominio, ver grafico de la Figura [0.1], representa plenamente el comportamiento de los tres
perfiles de presion del modelo de fractura explicita. Sin embargo, la diferencia de presién entre los
tres perfiles es menor después de la distancia a la que se encuentra la discontinuidad. EI modelo
de fractura desconectada, ver grafico de la Figura @] presenta un comportamiento similar
a los otros dos modelos, sin embargo, la variacion de la presion a la distancia en que se ubica
la discontinuidad es mas pronunciada. Ademas, el comportamiento de las tres curvas tnicamente
obedece al perfil de presién que corta a la discontinuidad en el extremo superior (o) del modelo de
fractura explicita. En los tres modelos la presién es continua a través de la fractura y el gradiente
de presién es congruente con el proceso inyeccién-poduccion permitiendo el flujo a lo largo de la
fractura. Es importante notar que la direccion del flujo es oblicua al plano de fractura.
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9.2. Velocidad - Fractura abierta al flujo § = 0°
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Figura 9.2: Perfiles de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Descom-
posicion de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la dis-
continuidad en el centro (e), en el extremo superior (e) y en extremo inferior (), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al flujo, kg, >> k,,, con una orientacion
6 = 0° con respecto de la vertical, y ubicada a 3.048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura explicita, ver grafico @ de la Figura[0.2] se observa que en el extremo
inferior de la discontinuidad (e), se presenta un aumento abrupto en la velocidad. Esto se debe a
que actia como un sumidero, ya que la discontinuidad representa un canal preferencial al flujo. En
el centro de la discontinuidad (e), no se observa ninguna perturbacién en la velocidad, es decir, la
velocidad es continua a través de la discontinuidad. En el extremo superior de la discontinuidad
(e), se observa un incremento abrupto en la velocidad debido a que este actiia como una fuente. El
modelo de descomposicién de dominio, ver gréfico[(b)|de la Figura@.2] presenta un comportamiento
similar en los tres perfiles de velocidad con respecto al modelo de fractura explicita. Sin embargo, el
incremento de la velocidad en los extremos de la discontinuidad es gradual. El modelo de fractura
desconectada, ver grafico de la Figura 0.2 también presenta un incremento de la velocidad
en los extremos de la discontinuidad, sin embargo, el incremento es més pronunciado. Ademas,
el comportamiento de las tres curvas unicamente obedece al perfil de velocidad que corta a la
discontinuidad en el extremo superior (o) del modelo de fractura explicita. En los tres modelos se
observa un incremento en la velocidad en los extremos de la discontinuidad. Es importante notar
que la direccién del flujo es oblicua al plano de fractura.
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9.3. Presion - Barrera al flujo 6 = 0°
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Figura 9.3: Perfiles de presién obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Descompo-
sicion de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la discon-
tinuidad en el centro (e), en el extremo superior (e) y en extremo inferior (e), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una barrera al flujo, kr, << ky,,, con una orientacién 6 = 0° con
respecto de la vertical, y ubicada a 3.048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura explicita, ver grafico @ de la Figura [0.3] se observa que cuando la
onda de variacién de presién alcanza el extremo inferior de la discontinuidad (e), se presenta una
caida de presion. Esto se debe a que la discontinuidad actia como un obstaculo, ya que representa
un barrera al flujo. En el centro de la discontinuidad (e) se observa primero un incremento en la
presién debido a que la barrera representa un obstaculo y en este punto es mas dificil evadirla.
Después se presenta un salto en la presiéon, esto puede explicarse por que existe poca comunicacion
a través de la barrera. Por lo tanto, la cdida de presion es abrupta. En el extremo superior de
la discontinuidad (e) se tiene el mismo comportamiento que en el extremo inferior (), pero para
valores menores de presién, debido a que el extremo superior de la discontinuidad (e) estd mas
cercano al punto de producién y mas lejano al punto de inyecciéon. Ademas, se puede observar que
la caida de presién en los extremos no es tan abrupta debido a que el efecto de la barrera es menor
en dichos puntos, ya que puede ser facilmente evitada por el flujo. El modelo de descomposicién
de dominio, ver gréafico @ de la Figura @3] representa el comportamiento de los tres perfiles de
presion del modelo de fractura explicita. Sin embargo, el efecto de la barrera sobre el flujo en
los extremos de la discontinuidad es menor, por lo que la caida de presion es gradual en esos
puntos. El perfil de presién que corta a la discontinuidad por el centro (e) también presenta
un salto en la presion. El modelo de fractura desconectada, ver grafico de la Figura 0.3
presenta un comportamiento similar a los otros dos modelos linicamente para la primera cara de
la discontinuidad que alcanza la onda de variacion de presion, es decir, no representa el salto en
la presién adecuadamente, por lo que su comportamiento a partir de que la onda de variacion
de presion ha alcanzando la segunda cara de la discontinuidad difiere de los perfiles de presién
obtenidos con los modelos de fractura explicita y descomposicion de dominio. Es importante notar
que la direccién del flujo es oblicua al plano de fractura.
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9.4. Velocidad - Barrera al flujo § = 0°
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Figura 9.4: Perfiles de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Descom-
posicion de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la dis-
continuidad en el centro (e), en el extremo superior (o) y en extremo inferior (), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una barrera al flujo, ks <« k,,,, con una orientacién 6 = 0° con
respecto de la vertical, y ubicada a 3.048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura explicita, ver grafico @ de la Figura[0.4] se observa que en el extremo
inferior de la discontinuidad (e), se presenta un incremento en la velocidad. Esto se debe a que
la discontinuidad actiia como un obstaculo y el flujo tiende a evadirla por los extremos. En el
centro de la discontinuidad (e) se observa un salto en la velocidad, esto puede explicarse por que
existe poca comunicacién a través de la barrera. En el extremo superior de la discontinuidad (e)
se tiene el mismo comportamiento que en el extremo inferior (o). El modelo de descomposicion de
dominio, ver grafico[(b)]de la Figura[@.4] presenta un comportamiento similar en los tres perfiles de
velocidad con respecto al modelo de fractura explicita. Sin embargo, el incremento de la velocidad
en los extremos de la discontinuidad es menor y es gradual. El perfil de velocidad que corta a la
discontinuidad por el centro (e) también presenta un salto en la velocidad. El modelo de fractura
desconectada, ver grafico de la Figura [0.4], también presenta un incremento de la velocidad
en los extremos de la discontinuidad, sin embargo, el incremento es abrupto en la ubicacién de
la discontinuidad. Ademads, este comportamiento también se presenta en el perfil que corta por el
centro a la discontinuidad (e). Es importante notar que la direccién del flujo es oblicua al plano
de fractura.
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9.5. Presion - Fractura abierta al flujo 6 = 45°

distancia, m distancia, m distancia, m

(a) Fractura explicita (b) Descomposicién de dominio (¢) Fractura desconectada

Figura 9.5: Perfiles de presién obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Descompo-
sicion de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la discon-
tinuidad en el centro (e), en el extremo superior (e) y en extremo inferior (e), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al flujo, ks, =>> k;,,, con una orientacién
0 = 45° con respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3.048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura explicita, ver grafico @ de la Figura [0.5] se observa que cuando la
onda de variacién de presién alcanza el extremo superior de la discontinuidad (e), se presenta una
ligera caida de presion. Esto se debe a que actiia como un sumidero, ya que la discontinuidad re-
presenta un canal preferencial al flujo. En el centro de la discontinuidad (e), no se observa ninguna
perturbacion en la presién, sin embargo, se puede observar que la presion es menor con respecto
a la presién en el extremo superior de la discontinuidad (e), esto es congruente con el proceso
de inyeccién-produccion debido a que el punto de inyeccién se encuentra més cercano al extremo
superior de la discontinuidad (e). Ademds, es condicién necesaria para que el flujo viaje a lo largo
de la fractura. En el extremo inferior de la discontinuidad (e), se observa un ligero incremento en
la presion debido a que este actiia como una fuente. En este punto la presiéon es menor que en el
centro (e) y el extremo superior (o) de la discontinuidad. El modelo de descomposicién de dominio,
ver gréafico de la Figura [0.5] representa plenamente el comportamiento de los tres perfiles de
presion del modelo de fractura explicita. Sin embargo, la caida de presién en el extremo superior
de la discontinuidad (e) es menor, al igual que el incremento de presién en el extremo inferior (e).
El modelo de fractura desconectada, ver grafico de la Figura [0.5] presenta un comportamiento
similar a los otros dos modelos, sin embargo, la variacion de la presion a la distancia en que se
ubica la discontinuidad es mas pronunciada. Ademas, el comportamiento de las tres curvas uni-
camente obedece al perfil de presiéon que corta a la discontinuidad en el extremo inferior (e) del
modelo de fractura explicita. En los tres modelos la presién es continua a través de la fractura y
el gradiente de presion es congruente con el proceso inyeccién-poduccion permitiendo el flujo a lo
largo de la fractura. Es importante notar que la direccion del flujo es normal al plano de fractura.
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9.6. Velocidad - Fractura abierta al flujo 6 = 45°
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Figura 9.6: Perfiles de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Descom-
posicion de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la dis-
continuidad en el centro (e), en el extremo superior (e) y en extremo inferior (), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al flujo, kg, >> k,,, con una orientacion
6 = 45° con respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3.048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura explicita, ver grafico @ de la Figura [0.6] se observa que en el
extremo superior de la discontinuidad (e), se presenta un aumento en la velocidad y después una
caida abrupta. Esto se debe a que actiia como un sumidero, ya que la discontinuidad representa un
canal preferencial al flujo. En el perfil que corta por el centro a la discontinuidad (e), se observa un
incremento gradual en la velocidad a partir de la distancia en que se encuentra la discontinuidad.
En el extremo inferior de la discontinuidad (e), se observa un incremento abrupto en la velocidad
debido a que este actiia como una fuente. El modelo de descomposicién de dominio, ver gréafico @
de la Figura[@.6) presenta un comportamiento similar en los tres perfiles de velocidad con respecto
al modelo de fractura explicita. Sin embargo, el incremento de la velocidad en los extremos de la
discontinuidad es menor y es gradual. El modelo de fractura desconectada, ver gréfico de la
Figura[0.6] también presenta un incremento de la velocidad en los extremos de la discontinuidad,
sin embargo, el incremento es mas pronunciado. Ademas, el perfil de velocidad que corta a la
discontinuidad por el centro (e) también presenta un incremento abrupto en la velocidad. En los
tres modelos se observa un incremento en la velocidad en los extremos de la discontinuidad. Es
importante notar que la direccién del flujo es oblicua al plano de fractura.
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9.7. Presion - Barrera al flujo 6 = 45°
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Figura 9.7: Perfiles de presién obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Descompo-
sicion de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la discon-
tinuidad en el centro (e), en el extremo superior (e) y en extremo inferior (e), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una barrera al flujo, kf, << ky,, con una orientacién 6 = 45° con
respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3.048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura explicita, ver gréafico de la Figura 0.7, se observa que cuando
la onda de variacién de presién alcanza el extremo superior de la discontinuidad (e), se presenta
una caida de presion. Esto se debe a que la discontinuidad actia como un obstaculo, ya que
representa un barrera al flujo. En el centro de la discontinuidad (e) se observa un salto en la
presién, esto puede explicarse por que existe poca comunicacion a través de la barrera. Por lo
tanto, la caida de presion es mas abrupta. En el extremo inferior de la discontinuidad (e) se tiene
un comportamiento similar que en el extremo superior (), pero a una distancia mayor, debido
a que el extremo superior de la discontinuidad (e) estd més cercano al punto de inyeccién y més
lejano al punto de produccion. Ademas, se puede observar que la caida de presion en los extremos
no es tan abrupta debido a que el efecto de la barrera es menor en dichos puntos, ya que puede
ser facilmente evitada por el flujo. El modelo de descomposicion de dominio, ver gréafico @ de
la Figura [0.7] representa el comportamiento de los tres perfiles de presién del modelo de fractura
explicita. Sin embargo, el efecto de la barrera sobre el flujo en los extremos de la discontinuidad
es menor, por lo que la caida de presién es gradual en esos puntos. El perfil de presion que corta a
la discontinuidad por el centro (e) también presenta un salto en la presién. El modelo de fractura
desconectada, ver grafico de la Figura 0.7, presenta un comportamiento similar a los otros dos
modelos tinicamente para la primera cara de la discontinuidad que alcanza la onda de variacién de
presion, es decir, no representa el salto en la presién adecuadamente, por lo que su comportamiento
a partir de que la onda de variaciéon de presién ha alcanzando la segunda cara de la discontinuidad
difiere de los perfiles de presién obtenidos con los modelos de fractura explicita y descomposicién
de dominio. Es importante notar que la direccién del flujo es normal al plano de fractura.
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9.8. Velocidad - Barrera al flujo 6 = 45°
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Figura 9.8: Perfiles de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Descom-
posicion de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la dis-
continuidad en el centro (e), en el extremo superior (o) y en extremo inferior (), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una barrera al flujo, ks, << ky,,, con una orientacién § = 45° con
respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3.048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura explicita, ver grafico @ de la Figura[0.8] se observa que en el extremo
superior de la discontinuidad (e), se presenta un incremento en la velocidad. Esto se debe a que
la discontinuidad actiia como un obstaculo y el flujo tiende a evadirla por los extremos. En el
centro de la discontinuidad (e) se observa un salto en la velocidad, esto puede explicarse por que
existe poca comunicacién a través de la barrera. En el extremo inferior de la discontinuidad (e)
se tiene el mismo comportamiento que en el extremo superior (e), pero a una mayor distancia,
debido a que el extremo superior de la discontinuidad (e) esta més cercano al punto de inyeccién
y més lejano al punto de produccion. El modelo de descomposicién de dominio, ver grafico @ de
la Figura @.8] presenta un comportamiento similar en los tres perfiles de velocidad con respecto
al modelo de fractura explicita. Sin embargo, el incremento de la velocidad en los extremos de la
discontinuidad es menor y es gradual. El perfil de velocidad que corta a la discontinuidad por el
centro (e) también presenta un incremento en la velocidad. El modelo de fractura desconectada,
ver grafico de la Figura 0.8 también presenta un incremento de la velocidad en los extremos
de la discontinuidad, sin embargo, el incremento es abrupto en la ubicacién de la discontinui-
dad. Ademas, este comportamiento también se presenta en el perfil que corta por el centro a la
discontinuidad (e). Es importante notar que la direccién del flujo es normal al plano de fractura.
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9.9. Presion - Fractura abierta al flujo 6 = —45°
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Figura 9.9: Perfiles de presién obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Descompo-
sicion de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la discon-
tinuidad en el centro (e), en el extremo superior (e) y en extremo inferior (e), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al flujo, ks, =>> k;,,, con una orientacién
0 = —45° con respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3.048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura explicita, ver grafico @ de la Figura [0.9] se observa que cuando la
onda de variacién de presién alcanza el extremo inferior de la discontinuidad (e), se presenta una
ligera caida de presion. Esto se debe a que actiia como un sumidero, ya que la discontinuidad
representa un canal preferencial al flujo. En el centro de la discontinuidad (e), se observa un ligero
incremento en la presiéon, sin embargo, se puede observar que la presién es menor con respecto
a la presion en el extremo inferior de la discontinuidad (e), esto es congruente con el proceso de
inyeccion-produccién debido a que el punto de inyeccién se encuentra mas cercano al extremo
inferior de la discontinuidad (e). Ademads, es condicién necesaria para que el flujo viaje a lo largo
de la fractura. En el extremo superior de la discontinuidad (e), se observa un ligero incremento
en la presiéon debido a que este actiia como una fuente. Sin embargo, la presién es menor que
en el centro (e) y el extremo inferior (o) de la discontinuidad. El modelo de descomposicién de
dominio, ver grafico de la Figura 0.9 presenta un comportamiento similar en los tres perfiles
de presion con respecto al modelo de fractura explicita. Sin embargo, las variaciones de presién
en los extremos de la discontinuidad son graduales y mas prolongados. El modelo de fractura
desconectada, ver grafico de la Figura 0.9 representa plenamente el comportamiento de los
tres perfiles de presién del modelo de fractura explicita. En los tres modelos la presiéon es continua
a través de la fractura y el gradiente de presion es congruente con el proceso inyeccion-poducciéon
permitiendo el flujo a lo largo de la fractura. Es importante notar que la direccion del flujo es
tangencial al plano de fractura.
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Figura 9.10: Perfiles de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Des-
composiciéon de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la
discontinuidad en el centro (e), en el extremo superior (e) y en extremo inferior (e), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al flujo, kg, >> k,,, con una orientacion
6 = —45° con respecto de la vertical, cuyo centro se ubica a 3.048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura explicita, ver grafico de la Figura [0.I0, se observa que en el
extremo inferior de la discontinuidad (e), se presenta un aumento abrupto en la velocidad. Esto
se debe a que actiia como un sumidero, ya que la discontinuidad representa un canal preferencial
al flujo. En el centro de la discontinuidad (e), se observa un incremento en la velocidad. En el
extremo superior de la discontinuidad (e), se observa un incremento abrupto en la velocidad debido
a que este actia como una fuente. El modelo de descomposicién de dominio, ver gréfico @ de
la Figura [0.10] presenta un comportamiento similar en los tres perfiles de velocidad con respecto
al modelo de fractura explicita. Sin embargo, el incremento de la velocidad en los extremos de
la discontinuidad es menor y es gradual. En el perfil que corta por el centro a la discontinuidad
(e), también se observa un incremento en la velocidad. El modelo de fractura desconectada, ver
grafico de la Figura 0.10, también presenta un incremento de la velocidad en los extremos
de la discontinuidad, sin embargo, el incremento es mas pronunciado con respecto al modelo de
descomposicion de dominio. Ademas, se observa un incremento en la velocidad en el perfil que
corta por el centro a la discontinuidad (e). En los tres modelos se observa un incremento en la
velocidad, tanto en los extremos como en el centro de la discontinuidad. Es importante notar que
la direccion del flujo es tangencial al plano de fractura.
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9.11. Presion - Barrera al flujo 6§ = —45°
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Figura 9.11: Perfiles de presion obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Descompo-
sicion de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la discon-
tinuidad en el centro (e), en el extremo superior (e) y en extremo inferior (e), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una barrera al flujo, kf, << ky,, con una orientaciéon § = —45°
con respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3.048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura explicita, ver gréfico de la Figura [0.11] se observa que cuando
la onda de variacién de presién alcanza el extremo inferior de la discontinuidad (e), se presenta
una caida de presion. Esto se debe a que la discontinuidad actia como un obstaculo, ya que
representa un barrera al flujo. En el centro de la discontinuidad (e) se observa un salto en la
presién, esto puede explicarse por que existe poca comunicacion a través de la barrera. Por lo
tanto, la cdida de presién es abrupta. En el extremo superior de la discontinuidad (e) se tiene
el mismo comportamiento que en el extremo inferior (e), pero para valores menores de presion,
debido a que el extremo superior de la discontinuidad (e) est4 més cercano al punto de producién
y mas lejano al punto de inyeccién. Ademas, se puede observar que la caida de presion en los
extremos no es tan abrupta debido a que el efecto de la barrera es menor en dichos puntos, ya que
puede ser facilmente evitada por el flujo. El modelo de descomposicién de dominio, ver grafico
de la Figura Q.11 representa el comportamiento de los tres perfiles de presion del modelo
de fractura explicita. Sin embargo, el efecto de la barrera sobre el flujo en los extremos de la
discontinuidad es menor, por lo que la caida de presién es gradual en esos puntos. El perfil de
presién que corta a la discontinuidad por el centro (e) también presenta un salto en la presién. El
modelo de fractura desconectada, ver gréfico de la Figura [0.11], presenta un comportamiento
similar a los otros dos modelos tinicamente para la primera cara de la discontinuidad que alcanza
la onda de variacion de presion, es decir, no representa el salto en la presion adecuadamente, por lo
que su comportamiento a partir de que la onda de variacion de presién ha alcanzando la segunda
cara de la discontinuidad difiere de los perfiles de presién obtenidos con los modelos de fractura
explicita y descomposicién de dominio. Es importante notar que la direccién del flujo es tangencial
al plano de fractura.
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Figura 9.12: Perfiles de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Des-
composiciéon de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la
discontinuidad en el centro (e), en el extremo superior (e) y en extremo inferior (e), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una barrera al flujo, ks, << ky,,, con una orientacion = —45°
con respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3.048 [m] de distancia.

En el modelo de fractura explicita, ver grafico de la Figura [0.12] se observa que en el
extremo inferior de la discontinuidad (e), se presenta un incremento en la velocidad. Esto se debe
a que la discontinuidad actiia como un obstaculo y el flujo tiende a evadirla por los extremos. En
el centro de la discontinuidad (e) se observa un salto en la velocidad, esto puede explicarse por
que existe poca comunicacién a través de la barrera. En el extremo superior de la discontinuidad
(e) se tiene el mismo comportamiento que en el extremo inferior (e), pero para valores menores
de velocidad, debido a que el extremo superior de la discontinuidad (e) est4 mas cercano al punto
de producién y mas lejano al punto de inyeccién. El modelo de descomposicion de dominio, ver
grafico @ de la Figura[@.12] presenta un comportamiento similar en los tres perfiles de velocidad
con respecto al modelo de fractura explicita. Sin embargo, el incremento de la velocidad en los
extremos de la discontinuidad es menor y es gradual. El perfil que corta a la discontinuidad por
el centro (e) también presenta un salto en la velocidad. El modelo de fractura desconectada, ver
grafico de la Figura[@.12] también presenta un incremento de la velocidad pero tnicamente en
el extremo superior (e) de la discontinuidad. Este comportamiento también se presenta en el perfil
que corta por el centro a la discontinuidad (e). Es importante notar que la direccién del flujo es
tangencial al plano de fractura.
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9.13. Presion - Fractura abierta al flujo 6 = 90°
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Figura 9.13: Perfiles de presion obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Descom-
posicion de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la dis-
continuidad en el centro (e), en el extremo superior (o) y en extremo inferior (e), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al flujo, kg, >> k,,, con una orientacion
0 = 90° con respecto de la vertical, cuyo centro se ubicada a 3.048 [m] de distancia.

En este caso se considera que la discontinuidad es totalmente horizontal, por lo tanto, un
solo perfil longitudinal corta a la discontinuidad por el extremo lateral izquierdo, derecho y por
el centro. Los tres cortes longitudinales corresponden a los extremos y al centro del espesor de
la fractura. En el modelo de fractura explicita, ver grafico @ de la Figura [0.13] se observa que
cuando la onda de variacion de presion alcanza el extremo lateral izquierdo de la discontinuidad,
la pendiente del perfil de presién disminuye, es decir, la caida de presién es menos abrupta. Esto
se debe a que la discontinuidad representa un canal preferencial al flujo. Por lo tanto, la onda
de variacion de presién, generada por el proceso de inyeccién, avanza mas rapido a lo largo de
la discontinuidad. Resultando en una caida de presiéon menos pronunciada en la discontinuidad.
Por supuesto, el perfil de presién a lo largo de la discontinuidad también se ve afectado por la
onda de variacién de presion generada por el proceso de produccién. Se puede observar que la
presion en el extremo lateral derecho de la discontinuidad es menor con respecto a la presion en el
extremo lateral izquierdo, esto es congruente con el proceso de inyeccién-produccién debido a que
el punto de inyeccion se encuentra mas cercano al extremo lateral izquierdo, mientras que el punto
de produccion esta mas cercano al extremo lateral derecho. Ademas, es condicion necesaria para
que el flujo viaje a lo largo de la fractura. En el extremo lateral derecho de la discontinuidad, se
observa una caida abrupta en la presion, debido a que el flujo ya no viaja a través de la fractura,
sino a traves de la matriz, la cual es menos permeable. El modelo de descomposiciéon de dominio,
ver grafico @ de la Figura [9.13] representa el comportamiento de los tres perfiles de presién del
modelo de fractura explicita. Sin embargo, la perturbaciones generadas por los extremos laterales
de la discontinuidad son mas pronunciados. El modelo de fractura desconectada, ver gréafico
de la Figura [0.13] representa plenamente el comportamiento de los perfiles de presién obtenidos
con el modelo de fractura explicita. En los tres modelos la presién es continua a lo largo de la
fractura. Es importante notar que la direcciéon del flujo es oblicua al plano de fractura.
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Figura 9.14: Perfiles de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Des-
composiciéon de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la
discontinuidad en el centro (e), en el extremo superior (e) y en extremo inferior (e), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una fractura abierta al flujo, kg, >> k,,, con una orientacion
6 = 90° con respecto de la vertical, cuyo centro se ubica a 3.048 [m] de distancia.

En este caso se considera que la discontinuidad es totalmente horizontal, por lo tanto, un solo
perfil longitudinal corta a la discontinuidad por el extremo lateral izquierdo, derecho y por el
centro. Los tres cortes longitudinales corresponden a los extremos y al centro del espesor de
la fractura. En el modelo de fractura explicita, ver grafico de la Figura [@.I3] se observa
que en el extremo lateral izquierdo de la discontinuidad, se presenta un aumento abrupto en
la velocidad para los tres perfiles de persién. Esto se debe a que actiia como un sumidero, ya
que la discontinuidad representa un canal preferencial al flujo. Tanto en el perfil que corta a la
fractura por el centro de su espesor (e), como en el perfil que corta a la fractura por el extremo
inferior de su espesor (e) se puede observar que la velocidad continia aumentando hasta alcanzar
el valor maximo de la velocidad en el centro de la discontinuidad, a partir de este punto la
velocidad comienza a decrecer hasta llegar al extremo lateral derecho de la discontinuidad. En
el extremo lateral derecho de la discontinuidad, también se observa un incremento abrupto en la
velocidad debido a que este actiia como una fuente. El modelo de descomposicién de dominio, ver
grafico de la Figura 0. 13| presenta un comportamiento similar en los perfiles de velocidad que
corresponden al extremo superior (e) e inferior (e) del espesor de la discontinuidad con respecto
al perfil de velocidad que corta a la discontinuidad por el extremo superior (o) del modelo de
fractura explicita. Sin embargo, el incremento de la velocidad en el perfil que corta al espesor
de la discontinuidad por la mitad (e) no presenta el incremento de velocidad a lo largo de la
discontinuidad. El modelo de fractura desconectada, ver grafico de la Figura 021 también
presenta un incremento de la velocidad en los extremos laterales de la discontinuidad, sin embargo,
el incremento es menor con respecto a los resultados obtenidos por los otros dos modelos. En los
tres modelos se observa un incremento en la velocidad en los extremos de la discontinuidad. Es
importante notar que la direccién del flujo es oblicua al plano de fractura.
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9.15. Presion - Barrera al flujo 6 = 90°
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Figura 9.15: Perfiles de presion obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Descompo-
sicion de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la discon-
tinuidad en el centro (e), en el extremo superior (e) y en extremo inferior (e), a un tiempo de
120 [s]. En este caso se considera una barrera al flujo, kf, << k;,, con una orientacién 6 = 90° con
respecto de la vertical, y cuyo centro se ubica a 3.048 [m] de distancia.

En este caso se considera que la discontinuidad es totalmente horizontal, por lo tanto, un solo
perfil longitudinal corta a la discontinuidad por el extremo lateral izquierdo, derecho y por el
centro. Los tres cortes longitudinales corresponden a los extremos y al centro del espesor de la
fractura. En el modelo de fractura explicita, ver grafico|(a)|de la Figura[@.I3, se puede observar que
cuando la onda de variacién de presion alcanza el extremo lateral izquierdo de la discontinuidad
los perfiles de presiéon que cortan el espesor de la discontinuidad en su extremo superior (e) e
inferior (e) se separan, es decir, representan una discontinuidad en la presiéon debido a que los
dos extremos de las discontinuidad no estan comunicados, pues la discontinuidad representa una
barrera al flujo. Sin embargo, en el perfil de presién que corta por la mitad al espesor de la
discontinuidad, se observa una caida abrupta en la presién. Una vez que la onda de variacion
de presion alcanza el extremo lateral derecho de la discontinuidad, los tres perfiles de presién se
juntan, representando el mismo comportamiento. El modelo de descomposicion de dominio, ver
grafico @ de la Figura @.I0] presenta un comportamiento similar en los perfiles de presion que
corresponden al extremo superior (e) e inferior (e) del espesor de la discontinuidad con respecto
al modelo de fractura explicita, representando la discontinuidad de la presién. Sin embargo, en el
perfil que corta al espesor de la discontinuidad por la mitad (e) no se presenta la caida abrupta
de presién. Su comportamiento es el mismo que el perfil que corresponde en al extremo superior
del espesor de la discontinuidad (e). En el modelo de fractura desconectada, ver grafico de la
Figura @15 se observa que tnicamente se puede representar el comportamiento correspondiente
a una sola cara de la discontinuidad, es decir, no se puede representar la discontinuidad en la
presion. Es importante notar que la direccion del flujo es oblicua al plano de fractura.
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Figura 9.16: Perfiles de velocidad obtenidos mediante los modelos de Fractura explicita, Des-
composiciéon de dominio y Fractura desconectada para tres cortes longitudinales que cortan a la
discontinuidad en el centro (e), en el extremo superior (e) y en extremo inferior (e), a un tiempo
de 120 [s]. En este caso se considera una barrera al flujo, kf, << ky,, con una orientacién § = 90°
con respecto de la vertical, y cuyo centro se ubica a 3.048 [m] de distancia.

En este caso se considera que la discontinuidad es totalmente horizontal, por lo tanto, un solo
perfil longitudinal corta a la discontinuidad por el extremo lateral izquierdo, derecho y por el
centro. Los tres cortes longitudinales corresponden a los extremos y al centro del espesor de la
discontinuidad. En el modelo de fractura explicita, ver grafico de la Figura[@.16] se observa que,
tanto en el perfil que corta por el extremo inferior del espesor de la discontinuidad (e), como en el
perfil que corta por el centro del espesor de la discontinuidad (e), se presenta una caida abrupta en
la velocidad. Esto se debe a que la discontinuidad actiia como un obstaculo, por lo tanto, no hay
velocidad a lo largo de la discontinuidad. En el perfil que corta por el extremo superior del espesor
de la discontinuidad (e) se observa que en los extremos laterales de la discontinuidad se presenta un
incremento sibito en la velocidad. Esto se debe a que la discontinuidad actiia como un obstaculo
y el flujo tiende a evadirla por los extremos. El modelo de descomposicién de dominio, ver grafico
@ de la Figura [0.16] presenta un comportamiento similar en los tres perfiles de velocidad con
respecto al modelo de fractura explicita. Sin embargo, el incremento de la velocidad en el extremo
lateral izquierdo de la discontinuidad unicamente es representado por el perfil de velocidad que
corta por el extremo superior del espesor de la discontinuidad (e), mientras que el incremento de
la velocidad en el extremo lateral derecho tnicamente es representado por el perfil de velocidad
que corta por el extremo inferior del espesor de la discontinuidad (e). El perfil de presién que corta
a la discontinuidad por el centro de su espesor(e) presenta el mismo comportamiento que el perfil
de velocidad para el extremo superior del espesor de la discontinuidad (e). El modelo de fractura
desconectada, ver gréfico de la Figura [0.16, también presenta un incremento de la velocidad
en los extremos de la discontinuidad, sin embargo, el incremento en el extremo lateral derecho de
la discontinuidad es mas pronunciado. Es importante notar que la direccion del flujo es oblicua al
plano de fractura.
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9.17.

CAPITULO 9. ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

Elementos de la malla

Numero de elementos de la malla

Orientacion | Fractura explicita | Descomposicion de dominio | Fractura desconectada
0° 8,300 346 336
45° 8,048 342 338
—45° 8,160 338 338
90° 8,048 332 332

Tabla 9.1: Numero de elementos de la malla utilizados por los modelos de fractura explicita,
descomposicion de dominio y fractura desconectada, considerando cuatro orientaciones.

En los datos registrados en la Tabla se puede observar que el modelo de fractura explicita
requiere un numero importante de elementos para poder realizar el mallado del dominio conside-
rando una fractura. Esto se debe a la alta relacion de aspecto entre el espesor de la discontinuidad
y las dimensiones del dominio. El modelo de descomposicién de dominio reduce considerablemente
el nimero de elementos empleados. Esto es posible gracias a que el espesor de la discontinuidad no
es considerado explicitamente en el modelo computacional, esta considerado implicitamente en el
modelo matematico del modelo, eliminando el problema de la alta relacién de aspecto. El modelo
de fractura desconectada es capaz de reducir ain mas el nimero de elementos empleados en la
malla, ya que no necesita partir al dominio para representar una discontinuidad.

9.18. Discusion general de los resultados obtenidos

A partir del analisis de los perfiles de presion y velocidad se puede determinar que el modelo
de fractura explicita es capaz de representar los casos en que la discontinuidad se comporta como
una fractura abierta al flujo o una barrera, para las cuatro orientaciones de la discontinuidad. Sin
embargo, utilizar este modelo no es practico debido a la alta relacion de aspecto entre el espesor
de la discontinuidad y las dimensiones del dominio, lo que genera un elevado ntimero de elementos
de la malla, y por lo tanto, incégnitas a resolver. Este modelo es considerado como modelo base
para comparar los resultados obtenidos con los modelos de descomposcién de dominio y fractura
desconectada.

El modelo de descomposicion de dominio reduce el niimero de elementos utilizados en la malla,
eliminando el problema de relacion de aspecto. Este modelo es capaz de representar a la discon-
tinuidad como una fractura abierta al flujo o una barrera. Los perfiles de presion y velocidad
muestran que los resultados obtenidos con este modelo mejoran cuando la direccién del flujo es
preferentemente normal al plano de fractura. Sin embargo, este modelo requiere realizar una par-
ticién del dominio cada vez que se establece una discontinuidad en el dominio, razén por la cual
tampoco se considera practico.
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El modelo de fractura desconectada elimina el problema de relaciéon de aspecto, reduciendo el
niumero de elementos empleados en la malla. Sin embargo, inicamente es capaz de representar
el caso en que la discontinuidad representa una fractura abierta al flujo. Los perfiles de presién
y velocidad muestran que los resultados obtenidos con este modelo mejoran cuando la direccion
del flujo es preferentemente tangencial al plano de fractura. Este modelo no requiere realizar una
particién del dominio para establecer una discontinuidad. Por lo tanto, se considera que es el
modelo mas practico.

Aun cuando el modelo de fractura desconectada no puede representar el caso en que la discon-
tinuidad se comporta como una barrera al flujo, este modelo podria representar una alternativa
viable para modelar flujo a través de un medio poroso fracturado. Ya que el caso mas significativo,
es cuando la discontinuidad se comporta como una fractura abierta al flujo.

Es importante senalar que el modelo matematico del modelo de fractura desconectada es
adecuado para representar los casos en que la discontinuidad se comporta como una fractura
abierta al flujo o una barrera. Sin embargo, el método estandar de elemento finito no es capaz de
considerar adecuadamente las discontinuidades, razén por la cual no se obtiene buenos resultandos
para el caso en que la discontinuidad representa una barrera al flujo al utilizar este modelo.
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Conclusiones

Se aplico una metodologia sistematica de la modelacion para la construccién de tres modelos
de fractura discreta. Para dicha construcciéon se utilizé un enfoque axiomatico de la mecanica de
los medios continuos, asi como nociones del método de descomposicion de dominio.

Construcciones similares se presentaron en la revision de modelos de medios porosos fractura-
dos en sus dos enfoques principales: modelos discretos y modelos continuos. Dentro del contexto
de la metodologia, se eligi6 el enfoque discreto para la construcciéon de los modelos, obteniendo
resultados interesantes en términos del modelado de flujo en medios porosos fracturados.

En la literatura usualmente se establece que una ventaja conceptual importante de los mode-
los discretos, sobre los modelos continuos, para modelar medios porosos fracturados es la directa
derivacion y sencilla evaluacion del término de transferencia entre la matriz y las fracturas. Sin
embargo, esto solo se confirmé para el modelo de fractura explicita, donde los elementos que re-
presentan a las fracturas son equidimensionales al dominio. Para el modelo de fractura discreta
mediante descomposicién de dominio, asi como para el modelo de fractura discreta desconectada,
donde las fracturas son representadas por elementos de dimensiones menores a las del dominio, el
término de transferencia no surge directamente, pero es derivado como una condicién de frontera
natural. La evaluacion del término de transferencia en ambos modelos represent6 el principal reto.

Se realizaron simulaciones para diferentes orientaciones de la fractura con el objetivo de ve-
rificar la robustez y precisién de los tres modelos de fractura discreta. En los resultados de las
simulaciones se encontré consistencia entre los modelos de fractura desconectada, fractura dis-
creta mediante descomposicién de dominio y fractura explicita. Este tltimo es considerado como
modelo base. Se determiné que la direccién preferencial del flujo es un factor importante para la
presicién de los modelos. El modelo de fractura explicita es capaz de representar los casos en que
la discontinuidad se comporta como una fractura abierta al flujo o una barrera, sin embargo, la
alta relacién de aspecto entre el espesor de la discontinuidad y las dimensiones del dominio lo
vuelven numéricamente ineficiente. El modelo de fractura discreta mediante descomposicion de
dominio también es capaz de representar a la discontinuidad como una fractura abierta al flujo o
una barrera, y elimina el problema de la alta relacién de aspecto al considerar implicitamente el
espesor de la discontinuidad en el modelo matematico, pero su aplicacién no es practica debido a
que requiere realizar un particiéon del dominio por cada discontinuidad. La presicién del modelo
mejora cuando la direccién del flujo es preferentemente normal al plano de fractura.
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El modelo de fractura discreta desconectada, ademas de eliminar la alta relacion de aspecto
no requiere particionar el dominio, sin embargo, inicamente puede representar el caso en que la
discontinuidad se comporta como una fractura abierta al flujo. La presicion del modelo mejora
cuando la direccién del flujo es preferentemente tangencial al plano de fractura. Se considera que
este modelo representa una alternativa practica para modelar flujo en medios porosos fracturados
con un 6ptimo uso de los elementos de la malla.

La combinacién del método de elementos finitos y el enfoque de fracturas discretas generan
una herramienta poderosa para el estudio de flujo en medios porosos fracturados, permitiendo
discretizar geometrias complejas con una representacion explicita y precisa de las fracturas.

Una generalizacién que se puede implementar de manera inmediata seria considerar el modelo
de fractura discreta desconectada para representar un red de fracturas discretas cuando la longi-
tud y el espesor es variable. El modelo de fractura discreta desconecta se puede extender a flujo
multifasico utilizando el enfoque axiomatico de la modelacién de sistemas continuos multifdsicos.
Para la extension de estos modelos a tres dimensiones se pueden utilizar superficies o poligonos en
el espacio para representar las fracturas, en lugar de segmentos. Debido a que las limitaciones del
modelo de fractura discreta desconectada para representar una barrera se deben a la formulacion
estandar del método de elemento finito, la cual no es capaz de representar adecuadamente las
discontinuidades, el modelo se puede extender utilizando otras formulaciones que mejoren dicha
representacion.

El modelo de fractura discreta desconectada se puede utilizar sobre distribuciones de fracturas
discretas generadas geoestadisticamente, permitiendo asi representar mejor la heterogeneidad pre-
sente en los medios porosos fracturados. Debido a la generalidad de sus bases, este modelo puede
ser acoplado con otros modelos, como por ejemplo, un modelo de transporte. También puede ser
utilizado para realizar estudios de percolacién.
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A continuacién se presenta una sintesis del enfoque axiomatico de la mecanica de los medios

continuos desarrollada a detalle por|Allen et all (1988); Herrera. y Diaz-Vieral (2003); Herrera. y Pinder

). Este enfoque permite incorporar en un modelo sencillo sistemas que se presentan en dife-
rentes ramas de la ciencia e ingeniria.

A.1. Cinematica de los Sistemas Continuos

La Mecénica de los Medios Continuos proporciona las bases tedricas para el estudio macroscépi-
co de la materia y su movimiento. A dicha escala los sistemas de interés estan formados por una
cantidad infinita de particulas y se pueden considerar como un continuo de materia.

La modelacion de un sistema como un continuo supone que el sistema llena por completo el es-
pacio que ocupa, es decir, cada punto del sistema esta lleno de materia, remplazando la estructura
real de la materia por un medio continuo hipotético. Aunque se sabe que la materia es discreta
a nivel microscépico, las distancias interatomicas son mucho menores que las escalas de longitud
normalmente involucradas en la mayoria de los problemas de ciencia e ingenieria, para los cuales
estos modelos son considerados de alta precision.

En los modelos de sistemas continuos las propiedades fisicas de la materia estan representadas
matematicamente como tensores, los cuales tienen la propiedad necesaria de ser independientes
del sistema de referencia. A su vez, los procesos fisicos son representados mediante la evolucion
espacial y temporal de estos tensores.

Las leyes fundamentales, como la conservacion de la masa, la conservaciéon del momento y la
conservacién de la energia, se pueden aplicar a los modelos de sistemas continuos, para derivar
ecuaciones diferenciales que describan el comportamiento del sistema. Mientras que la informacion
especifica del sistema, se anade a través de relaciones constitutivas.

En los sistemas continuos se trabaja con los promedios de sus propiedades fisicas y existe un
elemento de volumen llamado representativo, para el cual se calculan y son validos los promedios
de dichas propiedades. Este elemento de volumen infinitesimal es llamado particula, donde el con-
cepto de particula no hace referencia a las particulas consideradas en la Teoria Molecular, sino a
un punto material.

Un punto espacial es un punto fijo en el espacio y un punto material es un punto que puede
ocupar distintos puntos espaciales en su movimiento a lo largo del tiempo.

Los sistemas continuos estan constituidos por cuerpos. Un cuerpo es un conjunto infinito de
particulas que en cualquier instante dado ocupa un dominio, en el sentido matematico, del espacio
fisico tridimensional (ver Figura [A]).
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Figura A.1: Representacién esquematica de un cuerpo B conformado por un conjunto infinito de
particulas que al instante ¢ ocupan el dominio B(t) (modificada de EE}%&E @)

Sea B(t) el dominio ocupado por el cuerpo B en el instante t. Todo subdominio B C B, cons-
tituye a su vez otro cuerpo; en tal caso, se dice que B C B esun subcuerpo de B. En cualquier
instante de tiempo ¢t € (—00,00), y en cada punto z € B(t) de la regién ocupada por el cuerpo
hay una, y solamente una particula del cuerpo B (ver Figura [A.T]).

Sea X la posicion que ocupa una particula en el instante de tiempo t = ¢, donde t; denota
al tiempo inicial, cualquiera que este sea, y x la posiciéon que ocupa dicha particula en cualquier
instante de tiempo posterior al tiempo inicial, ¢t > ty. El vector de la posicion que ocupa, en el
espacio fisico, una particula en cualquier instante de tiempo t es funciéon del vector de la posicion
inicial X y del tiempo ¢, p (X, 1).

El vector de la posicién que ocupa una particula en el tiempo inicial, t = tg, es
p(X,0)=X (A1)
A las coordenadas del vector X = (X7, Xo, X3), se les llama coordenadas materiales o lagrangianas
de la particula. Las coordenadas materiales o lagrangianas de una particula son las coordenadas

del punto del espacio fisico que ocupaba la particula en el tiempo inicial, ¢t = 0.

Sea B el dominio ocupado por un cuerpo en el tiempo inicial, ¢t = ty, X € B si y solamente si
la particula X es una particula del cuerpo B.
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El dominio B (¢) ocupado por el cuerpo B para cualquier instante ¢ estd formalmente definido
por

Bt)={zeR® | 3XeB y z=pX,t)}.

Las coordenadas del vector de posicion p(X,t) = (p1,p2, p3) = 2 = (1, 72, 73) que ocupa el punto
material X del cuerpo B en el instante ¢ en la configuracién espacial son llamadas coordenadas
espaciales o eulerianas.

La hipdtesis basica de los modelos continuos establece que para cualquier instante ¢ en cada
punto del dominio B (¢) hay una y solamente una particula del cuerpo B. Por lo tanto, p (X, )
es una funcién biunivoca, y podemos definir su inversa como ]_9_1@, t) = X, como se muestra en

la Figura [A.2

x1

I

€T3

T2

Figura A.2: Representacion esquemética de la relacién entre la configuracion de referencia del
cuerpo B, las coordenadas materiales X y las coordenadas espaciales & de un punto material X €

B (modificada de |Allen et all[1988).

Cada particula, o punto material, es identificada mediante su posicién en el tiempo inicial,
p(X,0). Por lo tanto, para determinar la trayectoria de una particula solo se requiere fijar el
vector de posicién X, que define a dicha particula, y variar el tiempo ¢ en la funcién de posicién
p(X,t), tal como se muestra en la Figura[A.3] Si fijamos el tiempo ¢ mietras se varfa el vector de
posicion X, entonces se determina la posicion de la region que ocupa el cuerpo B en el tiempo ¢,

es decir, B(t) = p(B,t), ver Figura [A4l
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Figura A.3: Dada una particula p (X, 0) identificada por su vector de posiciéon X (X7, Xo, X3) en
el tiempo inicial, ¢t = 0, puede determinarse su trayectoria al mantener fijo el vector de posicién
X y varfar el tiempo ¢, obteniendo las posiciones p (X, ¢) para distintos instantes cuyo vector de
posicién correspondientes es z (x1, oo, x3, ) (modificada de )

Figura A.4: Dada una particula p (X, 0), que pertenece al cuerpo B, identificada por su vector de
posicion X (X, Xy, X3) en el tiempo inicial, ¢ = 0. Si se fija el tiempo ¢ mientras se varia el vector
de posicién X, se determina la transformacién del dominio inicial ocupado por el cuerpo B en su
posicién ocupada en el tiempo t, es decir, B (t), ya que se determina la posicién de cada una de
las particulas que pertenecen al cuerpo B (modificada de BoboX @)

El primer método permite obtener la trayectoria de cualquier particula y determinar su veloci-
dad. La velocidad como funcién de las coordenadas materiales se puede expresar como la derivada
de la funcién de posiciéon con respecto al tiempo cuando el punto material se mantiene fijo

V(X0 = p(X.0
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A.2. Propiedades intensivas

En un sistema continuo, las propiedades intensivas son funciones definidas para cada instante
de tiempo en cada una de las particulas, o puntos materiales, que conforman al sistema, es decir,
funciones definidas en cada posicion z de cualquier particula X para cada instante ¢, por lo tanto,
son funciones puntuales. Estas pueden ser funciones escalares o vectoriales. El uso que haremos
del concepto de propiedad intensiva considera tanto a propiedades especificas como a propiedades
intensivas reales, debido a que ambas son funciones puntuales. Sin embargo, existe una diferen-
cia esencial entre las porpiedades especificas y las propiedades intensivas reales. Al integrar una
propiedad especifica sobre una region se obtiene una propiedad extensiva, para una propiedad
intensiva real la integracion sobre una regién no tiene significado fisico.

En la mecanica de los medios continuos existen dos formas de representar a las propiedades
intensivas. La representacién material, o Lagrangiana, y la representacion espacial, o Euclidiana.

A.2.1. Representacion Lagrangiana

Consideremos una propiedad intensiva escalar, tal que en el instante ¢ toma en el punto material
X el valor

P(X, 1)

definiendo una funcién ¢ : B — R! para cada instante de tiempo t. Esta representacién de la
propiedad intensiva esta en funcion de variables materiales, motivo por el cual recibe el nombre
de representacién material o Lagrangiana.

A.2.2. Representacion Euleriana

Consideremos la misma propiedad intensiva escalar, tal que en el instante ¢ toma en el punto
espacial x ocupado por la particula X el valor

Y(z, 1)

definiendo una fucién v : B(t) — R! para cada instante de tiempo t. Esta representacién de la
propiedad intensiva estd en funcién de variables espaciales, motivo por el cual recibe el nombre
de representacion espacial o Euleriana.

Toda propiedad que sea funcién de las variables espaciales (z,t) también es una funcién de
las variables materiales (X, t), y viceversa. Debido a que ambas representaciones satisfacen las
siguientes identidades

d(X.t) =4 (p(X,t),t) (A.2)

U(z,t) = o(p (X, 1), 1) (A.3)
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A.2.3. La derivada material

La derivada con respecto al tiempo de una propiedad expresada en términos de variables
materiales es llamada derivada material. Por lo tanto, para obtener la derivada material de una
propiedad intensiva, se utiliza su representacion material o Lagrangiana, ¢(X,t), es decir

0

— (Xt

ot (X, 1)
Si se derivan con respecto al tiempo ambos lados de la ecuacion [A.2] utilizando la regla de deri-
vacién de una funcién compuesta se obtiene

0¢ oY 0
— (X, t) = —(p(X,1),t —p(X, 1) - X, t),t
g (o t) = 5 (p(X, 1), 8) + 5 p(X, 1) - Vi (p(X, 1), 8)
sustituyendo la posicion de la particula X por z, la ecuacion anterior se puede escribir como
¢ oY
5 (K1) = 5o (2.) +u(z,t) - Vi(z, f)
la cual es la representacion Euleriana de la derivada material. Para dicha representacién se
establece un operador denotado por D/Dt y definido como

D 0
E—E—FQ'V (A4)

A.3. Propiedades extensivas

Las propiedades extensivas son funciones definidas para cada instante de tiempo en cada uno
de los cuerpos que conforman al sistema, es decir, funciones definidas en cada cuerpo B para cada
instante ¢ denotadas por E(B,t), por lo tanto, son funciones de conjunto que pueden expresarse
como una integral sobre la regién B (t)

E(t) = / Y(z, t)dz (A.5)
B(t)

donde v (z,t) es la representacién euleriana de la propiedad intensiva asociada a la propiedad
extensiva.

Esta ecuacion establece una correspondencia biunivoca entre propiedades extensivas e intensi-
vas, dado que la integral de la representacion Euleriana de cualquier propiedad intensiva, corres-
pondiente a una propiedad especifica, sobre el dominio ocupado por cualquier cuerpo define una
propiedad extensiva.

Al definir a la propiedad intensiva como la propiedad por unidad de volumen, la correspon-
dencia entre propiedades extensivas e intensivas es mas directa: dada una propiedad extensiva, la
propiedad intensiva asociada es la funcién que aparece como integrando, cuando aquella se expresa
como una integral de volumen.
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A.4. Ecuaciéon de balance global

El estado de un sistema material puede ser determinado a través de las propiedades extensivas
involucradas y las interacciones del sistema con sus fronteras. Por lo tanto, los modelos matemati-
cos de los sistemas continuos estan constituidos por balances de propiedades extensivas, en cada
uno de los cuerpos que conforman al sistema.

La hipétesis basica desde el punto de vista fisico para la formulacion de las ecuaciones de
balance de las propiedades extensivas en la teoria de sistemas continuos se puede enunciar de la
siguiente manera: cualquier variacion de la propiedad extensiva proviene de lo que se genera o se
destruye dentro del cuerpo o de lo que entra o sale a través de su frontera, esto se puede expresar
matematicamente como

iE(t)I /g(z,t)dﬁ /I(%t)'ﬂdiﬂL/gz(&at)di (A.6)

dt
B(t) dB(t) (t)
donde

= g(z,t) es el lo que se genera o se destruye en el interior del cuerpo B(t),
» 7(z,%) es lo que entra o sale a través de la frontera del cuerpo 0B(t) y

= gx(z,t) es lo que se genera o se destruye en el interior del cuerpo () (ver figura [A.H]).

dB(t)

I3

Figura A.5: Representacion esquemdtica de un cuerpo material B(t) moviendose a una velocidad
v con frontera dB(t), donde n es el vector unitario normal apuntando hacia afuera. La superficie
de discontinuidad >(t) tiene vector normal ny, y se mueve con velocidad vy;.
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A.5. Ecuaciones de balance local

Las ecuaciones de balance correspondientes a una coleccion de propiedades extensivas constitu-
yen a los modelos de los sistemas continuos, de esta manera, a cada sistema continuo le corresponde
una familia de propiedades extensivas, tal que, el modelo matematico del sistema esta constituido
por las condiciones de balance de cada una de las propiedades extensivas de dicha familia. Sin
embargo, las propiedades extensivas mismas no se utilizan directamente en la formulacién del
modelo, en su lugar se usan las propiedades intensivas asociadas a cada una de ellas. Esto es
posible porque las ecuaciones de balance global son equivalentes a las llamadas condiciones de
balance local, las cuales se expresan en términos de las propiedades intensivas correspondientes.
Las condiciones de balance local son de dos clases: las ecuaciones diferenciales de balance local y
las condiciones de salto.

A.5.1. Ecuacion diferencial de balance local

Son ecuaciones diferenciales parciales que se deben satisfacer en cada punto del espacio ocupado
por el sistema continuo, y son de la forma:

N V) =gtV Vee B\ (A7)
desarrollando la divergencia en el lado izquierdo
Y u VUV u=g+V oz VeeB)\D() (A8)
por definicion de derivada material de 1, obtenemos
%+¢V~g:g+V-z Vo € B(t) \ X(t) (A.9)

Por lo tanto, la ecuacién diferencial de balance local puede expresarse en términos de la derivada
material, que usaremos para expresar la ecuacion diferencial de balance local de las ecuaciones
bésicas de la mecanica de medios continuos.

A.5.2. Ecuacion de salto de balance local

Las condiciones de salto son ecuaciones algebraicas que las discontinuidades deben satisfacer
donde ocurren, es decir, en cada punto de la superficie de discontinuidad (t). Las propiedades
intensivas pueden tener discontinuidades de salto exclusivamente a través de la superficie (),
donde los limites por ambos lados de X(t) existen, pero son diferentes.

[V(v—vs) — 7] - ny = gs Yz € 3(¢). (A.10)

donde [f] = lim f(z) — lim f(z) es el salto de la funcién f.
3+ T3~

Las ecuaciones diferenciales de balance local son de uso mucho mas amplio que las condiciones
de salto, pues estas ultimas tnicamente se aplican en problemas de caracter especial donde las
propiedades intensivas son discontinuas, mientras que las primeras en todo punto del espacio
ocupado por el sistema continuo.
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A.6. Teoremas

En esta seccion, enunciamos los teoremas que se utilizaran en la derivacién de las condiciones
de balance local, a partir de la ecuaciéon de balance global.

A.6.1. Teorema de Gauss extendido

Sea B(t) una region conexa con frontera 0B(t) donde n es un vector normal unitario y 7(z, t)
una funcién vectorial continuamente diferenciable en B(t) excepto en () con vector normal

unitario ny,, entonces
/7‘ ndx = /V Td:)s—l—/[[T]] ny,dx (A.11)

dB(t B(t)

A.6.2. Teorema de transporte de Reynolds extendido

Sea B(t) una regién conexa (el dominio de un cuerpo) con velocidad v y 3(t) una superficie
que interseca a B(t), con vector normal unitario ny. y velocidad vy, . Si ¥(z,t) es una funcién de
valores reales definida en B(t) continuamente diferenciable excepto en la superficie (), entonces

/@bxtdaj—/(%—f—l—v (¢v)dm+/[[z/)v—v2)]] nydx (A.12)

B(t) ()

A.6.3. Lema de Dubois-Reymond extendido

Sea f(z) continua excepto en X(t) y g(z) continua en 3(t). Si

/f(z)dz + /g(z)dzzo (A.13)

2(t)

entonces  f(z) =0, VYzeBt)\X(t) vy glx)=0, VzeX(t).
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A.7. De la ecuacion de balance global
a las ecuaciones de balance local

Afirmamos que en un sistema continuo, la ecuacion de balance global, se satisface para todo
cuerpo del sistema continuo, si y solamente si, se cumplen las condiciones de balance local. En
efecto, sustituyendo en la ecuacién de balance global ([AL6]) la definicién de propiedad extensiva

(A.3)
%/@Dd&: /gd£+ /z-@dz+/gzdz (A.14)
B(t

) B(t) B(t) (b

aplicando al segundo sumando (A1) el teorema de Gauss extendido

%/@Ddz = /gdZ‘l‘/V'Id£+/[[l]]'ﬂzd£+/92d£

B(t) B(t) B(t) X(t) X(t)
- /Xg+v~@¢y+/khw@z+@w@ (A.15)
B(t) 10

aplicando en la izquierda ([A.12)) el teorema de transporte de Reynolds extendido

/ (?9_1? V- (?/)Q)) dx + / [v(@ —vs)] - nndz
()

B(t)
=/w@w+V@@+/mﬂ@ywmmm@ (A.16)
B(t) ()

agrupando términos del lado izquierdo de la igualdad

/ <aa_@f+v'(¢y)—(9(£,t)+v.z)) dx

B(t)

+ (-2~ 21 s - gsla)dz =0 (A17)

2(t)

aplicando ([A.13)) el lema de Dubois-Reymond extendido, obtenemos la ecuacién de balance local
y la condicién de salto de balance local respectivamente:

%fjtv@@ =9(z,t)+ V-1, vz € B(t) \ 5(t) (A.18)

[¥(v—vs) — 7] - 0y = gz(z, 1), Vo € (1) (A.19)
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A.8. Modelos multifasicos

La metodologia para modelar sistemas continuos multifasicos se aplica de la misma manera
que para sistemas continuos de una sola fase. Se identifica a un conjunto finito, o familia, de
propiedades extensivas. A cada una de las propiedades extensivas de esa familia se les impone la
condicién de satisfacer la ecuacion de balance global en cada cuerpo del sistema continuo, lo cual
es equivalente a la ecuacién diferencial de balance local y a la condicién de salto.

Las fases contienen varios componentes superpuestos que se mueven a la misma velocidad. Si
consideramos un sistema con N fases donde cada fase tiene M, componentes y a cada componente
le corresponde una propiedad intensiva ¢ asociada a la propiedad extensiva EY, donde a denota
el nimero de la fase (& = 1,..., N) y v denota el niimero de la componente dentro de dicha fase
(v=1,..., M,), entonces las ecuaciones de balance globlal, al igual que las ecuaciones de balance
local, se plantean por componentes. La propiedad intensiva asociada a la propiedad extensiva EY

es YJ(z,t):
ES(t) = [ 5z, t)dz (A.20)
)

Ecuaciones de balance global

iE‘“(t)Z /gi‘@,t)dzﬂt / 5(z,t) - n(z, t)dz + /ng’;(z,t)dz (A.21)

dt 7
B(t) dB(t) ()

Ecuaciones diferenciales de balance local

a (07 (07 (e} (07 (07
e S+ V(@ uY) =97+ Ve1d, Vz € B(t)\ X(t) (A.22)
Condiciones de salto de balance local
[09(w* —vs®) — 23] - ny = 953, Ve € X(t) (A.23)

A.9. Modelos completos

En general las ecuaciones diferenciales tienen muchas soluciones, por lo que es necesario com-
plementarlas con condiciones iniciales y de frontera. El modelo de un sistema continuo es completo
si define un problema bien planteado. Un problema de valores iniciales y de frontera es bien plan-
teado si se cumple que existe una tinica solucion y ésta depende de las condiciones iniciales y de
frontera de manera continua.

A.9.1. Condiciones iniciales

Cuando en la ecuacién diferencial interviene el tiempo, se incluyen condiciones iniciales que
expresan el valor de la funcién al tiempo inicial ¢ = 0.

c(z,0) = co(z) (A.24)
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A.9.2. Condiciones de frontera

Se imponen en la frontera exterior del dominio

(a) Dirichlet

Especifica los valores que toma la funcién ¢(z,t) en la frontera 0B(t)
z,t) = () (A.25)

(b) Neumman

Se prescribe la derivada normal en la frontera, por lo tanto aqui se conoce el valor de la derivada
de la funcién ¢(z,t) con respecto a la normal n a lo largo de la frontera 0B(t)

Ve(z,t) -n = g(z) (A.26)

(c) Robin
Esta condicion es una combinacion lineal de las dos anteriores.
a(z)c(z,t) +b(x)Ve(z,t) - n=v(z,t) (A.27)

v(z,t) es la funcién prescrita en la frontera exterior.

Para obtener modelos completos, ademas de las condiciones de balance local, ecuacién dife-
rencial de balance local y condiciéon de salto de balance local, es necesario evaluar la generacion
interna, determinada por g(z,t) vy gs(z,t), y el camplo de flujo 7(z,t), en términos de las funcio-
nes conocidas de las propiedades intensivas asociadas. A través de estas ecuaciones constitutivas,
se integra el conocimiento cientifico y tecnolégico en los modelos matematicos, todo depende de
la clase de los procesos involucrados. En conclusién, los modelos de los sistemas continuos estan
constituidos por:

= Una coleccion de propiedades intensivas y extensivas.

= Un conjunto de condiciones de balance local correspondientes a cada propiedad intensiva, en
cada una de las cuales, la velocidad de los puntos materiales es la de la fase correspondiente.

» Condiciones iniciales y de frontera que deben satisfacer las propiedades intensivas.

= Suficientes relaciones que ligan a las propiedades intensivas entre si y que definen a g, 7y v
en términos de éstas, conocidas como leyes constitutivas.
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A.10. Ecuaciones de balance de masa

M@zjﬁ@@@ (A.28)

B(t)
Propiedad extensiva: masa
E(t)= M(t) (A.29)
Propiedad intensiva: densidad
U(z,t) = plz,t) (A.30)
Ecuacion de balance global
d
T = [ gwoic+ [ 2o o+ [ gsends (A.31)
B(t) OB(t) 2(t)
Ecuacion diferencial de balance local
0
a—':+V-(py) — g+ V-7, VzeB)\I() (A.32)
Ecuacion de salto de balance local
[p(v—vs) = 7] ns =gs, VaeX(t) (A.33)

donde

= g(z,t) es la masa que se genera o se destruye en el interior del cuerpo B(t).
» 7(z,%) es la masa que entra o sale a través de la frontera del cuerpo 0B(t)

= gn(z,1) es la masa que se genera o se destruyen en el interior del cuerpo X(t)

A.10.1. Ecuaciones de conservacion de masa

Como un caso particular, se pueden obtener las ecuaciones que describen el principio de con-
servacion de la masa. Si g(z,t) = gn(z,t) = 7(z,t) =0

Ecuacion de balance global

d
ZM(t) =0 (A.34)

Ecuacion diferencial de balance local

% FV-()=0 ; Vee B{)\I() (A.35)

también conocida como ecuacion de continuidad.

Ecuacién de salto de balance local

[p(v —vs)] -nx =0 ; VzeX(). (A.36)
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B.1. Derivacion del Método de Elementos Finitos

El método de elementos finitos se puede formular a partir del Método de Residuos Pesados
(Allen et al., |L%ﬂ) Comenzaremos con el problema de ecuaciones diferenciales parciales con va-
lores en la frontera y delinearemos el procedimiento tipico para derivar su contra parte débil.

Dada la ecuacion diferencial

Lou = fq; Vo e Q (B.1)
donde:

Lou=—-V"-(a-Vu)+ V- (bu)+ cu (B.2)

es el operador eliptico general de segundo orden y @, by ¢ son una matriz, un vector y un escalar
de coeficientes respectivamente, que en general son funciones definidas en Q € R? (d =1,2,3),
con condiciones de frontera tipo Neumann y Dirichlet. El problema estaria dado por

~V-(a-Vu) +V-(bu)+cu=fo; VzeQ (B.3)
U= Ugp; Vx € Op§) (B.4)
(a-Vu—bu) -n=ug; VzedyQ (B.5)
Si se define
R(z,u) = Lu(z) — fo(z);  Vz€Q(t) (B.6)

donde R (z, u) es el residuo (error).

Si u (z) es la solucién exacta, entonces R (z,u) = 0, pero para cualquier otra u (z), por ejem-
plo, una solucién aproximada @ (z) del problema, R (z, %) no sera cero en cada punto x € ).

Sin embargo, el método de residuos pesados tiene como objetivo elegir a la @ (z) que haga
minimo el residuo (error) en algin sentido. Si se realiza el primer paso para derivar la forma débil
del problema original, es decir, la transformacién de la ecuacién diferencial parcial a una ecuacién
integral, resulta que:

/UR (z,a) do= /U (Lt — fo) dz=0 (B.7)

Se puede observar que la solucién aproximada @ es 6ptima, es decir R (z, @) = 0, en el sentido
del promedio ponderado, donde v es una funcion de peso que se utiliza para promediar la ecuacion.
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Derivaciéon de la formulacion débil

El primer paso para derivar la forma débil consiste en multiplicar la ecuacién original [B.3] por
una funcién de peso v arbitraria (o familia de funciones) e integrar sobre el dominio §2

/v{—V-(g-Vu)+V-(Qu)+cu} dgz/vfg dx (B.8)
0 0

donde v es una funcién continua, al menos a tramos, bastara que v € C° (). Una funcién u
pertenece a C* () si todas sus derivadas hasta de orden k son continuas.

La transformacion de la ecuacion diferencial parcial en esta ecuacion integral es seguida de
un segundo paso: Aplicar el teorema de Gauss de la divergencia -el cual se deriva de la primera
formula de Green - sobre los integrandos con derivadas de segundo orden.

V-{vlle-Vu) = @u)]} = Vo [(a-Vu) = (bu)] +0{V - [(a-Vu) - (bu)] } (B.9)
V- (va-Vu—vbu) =Vv-a-Vu—Vuv-bu+v[V-(a-Vu)—V-(bu)] (B.10)
entonces

/V-(Ug-Vu—UQu) dx = (V%g-Vu—Vv-bu) dx

Q /
+ /U[V' (a-Vu) = V- (bu)] dz
Q
(B.11)
Reordenando la ecuacion anterior
—/U[V' (a-Vu) =V -(bu)] dz = /(VU’%‘VU—VU'Z_)U) dz
Q Q
— /V- (vg-Vu—qu) dx
Q
(B.12)

Aplicando el teorema de Gauss de la divergencia al segundo término del lado derecho de la
ecuacion anterior
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/V~ (vg~Vu—vl_)u) dx = / (vg~Vu—vl_)u) ‘n dx (B.13)
Q 89
Sustituyendo la igualdad [B.13l en la ecuacién [B.12]

—/v[v(gvu)—v-(z_m)] de = [ (Vv-a-Vu—Vv-bu) dz

Q

(vg-Vu — qu) -n dz

|
S— P —

(B.14)

Por lo tanto, la ecuacién [B.§ puede reescribirse como

/{vv~(g-vu—z_m)+cuv} dg—/(vg-Vu—qu)-Q dgz/vfg dx (B.15)

o0 Q

donde 02 es la frontera del dominio €2 y n el vector unitario normal hacia afuera del dominio.
La integral sobre la frontera es responsable de la interaccién con los alrededores de €2. Las condi-
ciones de frontera describen esta interaccion y vuelven tnico el problema.

La integral sobre la frontera 02 se puede descomponer como la suma de las integrales sobre las
dos subfronteras dp€2 y dn€2. Donde 0p§2 representa a la parte de la frontera 02 con condiciones
tipo Dirichlet y dx2 la parte con condiciones tipo Neumann.

/v(g-Vu—Qu)-@ dx = /v(g-Vu—Qu)-@ dg%—/v(g-Vu—bu)-g dr  (B.16)

o0 opQ ONQ

Entonces podemos reescribir la ecuacién [B.15] como

/{Vv-(g-Vu—Qu)+cuv} de — /U(Q-Vu—bu)-ﬁ dx

opQ
—/U(Q-Vu—bu)-ﬂ de = /vfg dx
INQ Q

(B.17)

Sin embargo, se requiere que la funcién de prueba se desvanezca en la parte de la frontera
donde se ha establecido la condicién tipo Dirichlet. Las funciones de prueba son analogas a una
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primera variacion en u (v ~ du) y por lo tanto si u es especificada en un punto su variacién en ese
punto debe ser cero, lo cual implica que v = 0 sobre dpf. Por lo tanto, la ecuacién [B.15] puede
reescribirse como

/{VU-(g~Vu—Qu)+cuv} dz — /U(g.vu_@u).@ dg:/vfg i (BIS)

Q ING Q

Sin embargo, sabemos que (g -Vu — Qu) - n = uy, sobre Oy§2. Sustituyendo esta igualdad en
la ecuacién anterior y reordenando los términos se tiene

/{Vv-(g-vu—éu)—i—cuv} dgz/vfg dzx + / vuy, dx (B.19)
Q 9) N

La expresiéon del lado izquierdo es lineal en u y v. Esto es una forma bilineal de las variables
u 'y v, mientras que la expresion del lado derecho es lineal en v.

En la ecuacién [B.19 aun no se ha impuesto la condicién de frontera tipo Dirichlet, u = ug,,
sobre dpf).

Sin especificar los espacios donde se encuentran v y v, la formulaciéon débil puede ser descrita
como sigue:

Encontrar u tal que u = ug,, sobre dpf2

/{Vv-(g-Vu—Qu)—l—cuv} dgz/vfg dx + / vug, dzx (B.20)
Q Q NG

para toda v tal que v = 0 sobre dpf2.

Las condiciones de frontera aparecen en lugares muy diferentes de esta formulaciéon. La con-
dicién de frontera tipo Dirichlet es impuesta aparte de la formulacion e involucra la imposicion
homogénea de la funcién de prueba v. Esta es llamada una condicién de frontera esencial. La
condicién tipo Neumann aparece dentro de la formulacién. Esta es llamada condicién de frontera
natural.

Que una condicién de frontera sea esencial o natural no estd inherentemente relacionado con el
tipo de condicion de frontera, sino con el rol de la condicion de frontera en la formulacion. Por lo
tanto una condicién de frontera esencial se refiere a una condicién que ha sido impuesta, mientras
que una condicién de frontera natural es aquella que aparece dentro de la formulacién.

Si definimos los espacios donde se encuentran vy v, como V' y V, respectivamente. La ecuacion
B.20lesta supuesta para admitir todas las u y v que pertenecen a algtiin espacio de funciones V' y V.
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La declaracion apropiada del problema en su forma débil, es la siguiente: encontrar u € V' tal
que

/{Vv-(g-Vu—bu)+cuv} dex — /(vg-Vu—qu)-@ dx
Q

o0

= /vfg dz; YoeV

Q
(B.21)
donde los espacios de prueba y ensayo (V y V) estan definidos como:
V={ucH" (Q): u=up, sobre O} (B.22)
V={veH' (Q):v=0 sobre 0} (B.23)

Donde H” () es el espacio de Sobolev, que contiene funciones u(z) tales que u(z)? y |Vu(z)|?

tienen integrales finitas sobre () hasta orden k, es decir
/|u(g)\2d§ < 00 (B.24)
Q

Esto es un poco menos restrictivo que C° ().

Se debe observar que en la formulacién débil [B.21] solo aparecen términos con primeras deri-
vadas en u y v, por lo tanto, bastard que estas integrales estén bien definidas para poder calcular
la forma débil.

Al reducir el orden de las derivadas, tanto en u como en v, se pueden elegir funciones u y v
que son continuas pero no continuamente diferenciables, es decir, u y v no necesitan pertenecer a
C' (). Esto proporciona mayor libertad para seleccionar las aproximaciones de prueba y ensayo,
debido a que hay muchas mds funciones que pertenecen a C° (Q) que a C'* ().

Para que la solucién a la ecuacién en su formulacién fuerte tenga sentido, u € C? (), es
decir, u debe ser continuamente diferenciable hasta segundo orden.

La solucion de la ecuacién diferencial parcial original debe hallarse en un espacio de funciones
donde las derivadas también son continuas, pero el espacio de Sobolev H' (Q) acepta funciones
con derivadas discontinuas. Este requisito mas débil en la continuidad de u en la declaracién débil,
causada por la integracion por partes, tiene grandes repercusiones practicas cuando se construyen
elementos finitos.
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Para resolver la ecuacion numéricamente se necesita transformar el problema débil continuo
en un problema débil discreto. Esto se hace al introducir espacios finitos de prueba y ensayo, a
menudo denotados por V;, C V y V), C V entonces se debe encontrar una u, € V,, C V tal que

/ {Vvh . (g -Vuy, — buh) + cuhvh} de — / (vhg -Vuy, — vhbuh) -n dx
Q 0

= /Uth dzx; VUhEVhCV
Q
(B.25)

La eleccion de V), y Vi, depende directamente del tipo de elemento finito que se aplique al
problema.

Por ejemplo, seleccionando los bien conocidos elementos triangulares lineales con tres nodos,
implica que V}, y V}, son los espacios de todas las funciones lineales a tramos sobre una malla de
triangulos, donde las funciones V}, son igual a uy y aquellas en V}, son cero sobre la frontera.

Aproximacion de elemento finito

Las funciones de base que son independientes pueden ser usadas para aproximar una funcién
en un espacio dimensional finito. En el método de elemento finito, el dominio es particionado
en m elementos que no se traslapan, tal que Q@ = [J*, Q.. Cada vértice de un elemento es un
nodo, y la coordenada z; del nodo j es llamada coordenada nodal. Por lo tanto, si el dominio
estd representado por n nodos, podemos aproximar u(z) mediante uy,, donde h es una medida del
espaciamiento nodal, con

up(r) = U+ g (B.26)

U= Z ¢j()u; (B.27)

donde ¢;(x) son las funciones de base, u; son los valores nodales y 1 es una funcién que satis-
face las condiciones de frontera. Las funciones de base para cada nodo son diferente de cero solo
sobre ciertos los elementos a los que estan fijos. Esto provee localidad, lo que lleva a una matriz
dispersa. Por ello, para cualquier punto x, como maximo dos funciones de base contribuyen en la
sumatoria dada en la ecuacién [B.26l Esto conduce a la formulacién estdndar de elemento finito de
desarrollar funciones de base que estan restringidas a los elementos, conocidas como funciones de
forma.
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Usando la aproximacion de elemento finito en la formulacion débil discreta expresada en la
ecuacién [B.28 nos limitamos a las funciones que son de la forma expresada en la ecuacién [B.26]
Sustituyendo la igualdad [B.25 en la ecuacién [B.26

Zuj/{v?fh- (@ Vo; — b)) +cojun} dz — /(vhg-Vuo—vhbuO) ‘n dz
=4

o0

Q
(B.28)

ahora que se tienen n incégnitas, se necesitan n ecuaciones independientes para obtener una

unica solucién para las u;. Una seleccién obvia es establecer vy, = ¢;, la formulacién débil discreta
seria

n

Zu]/{V@ a-Vo;—bd;) +chio ) dz — /(@ - Vg — ¢ibug) -n dz
j=1

/gbifg dzx; i=1.n
Q

(B.29)

Esto genera un sistema de ecuaciones lineales:

Kd=f
donde

- / (V- (a-Vé; — bdy) + ey} de
Q

/ ifadz + / ¢ia - Vug — ¢ibug) - ndz
Q

d = {uy, us, ...,un}T

Las condiciones de frontera esenciales son impuestas modificando K y f.
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B.2. Formulacion débil

Resolver problemas de ecuaciones diferenciales parciales es mas sencillo si el problema es ex-
presado en su forma débil. Los problemas de ecuaciones diferenciales parciales tienen restricciones
muy fuertes, ya que demandan que las funciones involucradas sean lo suficientemente suaves. En
cambio, la formulacién débil requiere menor suavidad en las funciones que ésta admite, ya que es
mas débil en sus restricciones. Sin embargo, cualquier problema en su forma débil con valores en
las fronteras corresponde a un problema de ecuaciones diferenciales parciales con valores en las
fronteras y viceversa.

El procedimiento para convertir un problema de ecuaciones diferenciales parciales en su forma
débil consiste en multiplicar la ecuacion diferencial parcial por una funcién v, integrar la ecuacién
resultante sobre el dominio, y desarrollar la integracion por partes de los términos con derivadas
de segundo orden. La funcién desconocida a ser aproximada u es llamada funcién a prueba (trial
function) mientras que la funcién v que multiplica a la ecuacién diferencial es llamada funcién de
prueba (test function). Esta prueba la ecuacion que satisface u. En lugar de obtener una solucion
que satisface a la ecuacién en cada punto del dominio 2, se obtiene una solucién aproximada que
satisface una version promedio de la ecuacion original. Por lo tanto, v tiene el papel de una funcién
de peso, es decir, una funcién que se utiliza para promediar la ecuacién en el sentido del promedio
ponderado. Sin embargo, se deben especificar adecuados espacios de funciones para las funciones
de prueba v y a prueba u.

Ademas, si se utilizan elementos finitos para la discretizacion del espacio, la formulacion débil
facilita el tratamiento de los problemas mediante métodos numéricos de ecuaciones diferenciales
parciales.

B.3. Funciones de prueba

Una funcién, u, es llamada solucion débil de la ecuacion diferencial parcial si resuelve la ecua-
cién débil para varias funciones de prueba, v, diferentes. Es decir, no solo se considera una funcion
de prueba, si no que v representa a una clase entera de funciones de prueba donde cada una
corresponde a una ecuacion. Por supuesto, no se puede considerar todas las posibles funciones
de prueba, esto resultaria en una cantidad infinita de ecuaciones. Se requiere un numero finito
de funciones de prueba elegidas acertadamente. Aqui es donde los elementos finitos entran en juego.

Antes de realizar el estudio del comportamiento de un sistema, se requiere realizar la discreti-
zacion espacial de su dominio, es decir, el dominio computacional necesita ser mallado. Al mallar
se divide la geometria en un conjunto de pequenos elementos. Las funciones prueba pueden en-
tonces ser definidas utilizando polinomios sobre cada elemento tal que sean diferentes de cero solo
en un pequeno grupo de elementos adyacentes e igual a cero fuera del grupo. El tipo mas comun
de polinomios, construidos de esta manera, son conocidos como polinomios de Lagrange.
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Dado que las funciones de prueba asociadas con diferentes elementos de malla son indepen-
dientes, la malla efectivamente decide el niimero de funciones de prueba, asi como su resolucion
espacial. Entonces, la solucion resultante del célculo es en realidad una superposicién de todas las
funciones de prueba involucradas. Aunque la solucién real podria ser una funcién compleja, ésta
puede ser aproximada como una combinacién de funciones simples.

Entre mas fina sea la malla, mas funciones de forma estan involucradas y la solucién serd mejor.
Si continuamos refinando la malla hasta que la soluciéon no cambie, se tendra un estudio de conver-
gencia de malla exitosamente realizado y es probable que la solucién sea una buena aproximacion
de la solucién de la ecuacion diferencial parcial original.

B.4. La sintaxis de COMSOL Multiphysics®

Para expresar la forma débil en la sintaxis de COMSOL Multiphysics®), el software provee el

operador test, el cual es utilizado para expresar las funciones de prueba, v. El operador test opera
sobre la variable dependiente, u, y sus derivadas (QIQMSQ!J, M), esto es:

v = test(u)
En COMSOL Multiphysics®la sintaxis para la primera derivada parcial es:

— = UX

ox

Asi mismo, las derivadas parciales de la funcion de prueba estan expresadas como:

v
B = test(ux)

La razon para asociar las funciones de prueba con la soluciéon de esta manera es que si la
solucion es representada utilizando una base polinomial sobre la malla, como se describié anterior-
mente, utilizando la misma base para las funciones de prueba se garantiza que el sistema discreto
contenga el mismo nimero de incégnitas y ecuaciones.

La forma débil en COMSOL Multiphysics@®considera la siguiente igualdad

0 = weak

donde weak es el término donde debe ingresarse la formulacion débil de acuerdo con la nota-
cién de COMSOL Multiphysics®). Por lo tanto, no es necesario incluir el signo igual dentro de la
formulacién, debido a que la forma débil de ecuaciones diferenciales parciales esta igualada a cero.
Es importante remarcar que esta traduccién es normalmente realizada de forma automatica, ya
que COMSOL Multiphysics®necesita la forma débil para proceder con el cdlculo. Sin embargo,
también es posible introducir una forma débil como usuario.

Entender la forma débil nos permitira escribir nuestras propias ecuaciones cuando no esté dis-
ponible una interfaz integrada para la fisica particular involucrada en nuestro modelo.
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Se obtiene una solucién semi-analitica para la ecuacion (B5.35) con el objetivo de verificar la
exactitud de la solucién numérica.

El medio poroso es isotrépico, por lo tanto & = k1, donde [ es el tensor identidad.

En coordenadas cilindricas (r, 6, x3) la ecuacion (5.35) tiene la forma:

épc dp 10 rpk 0p % +1a ,Ok: 8p % 0 pk Op 0z
P9t = var | \ar "or 2 09 0 "90)| " ons ors " 0w,

T
3

Figura C.1: Representacion esquematica de flujo radial

Si definimos

k
= C.1
X dpcy (G
entonces la ecuacién (C.I)) se reduce a
10p &*p 10p
28,77 C.2
x ot  0r? + ror (€.2)

Por lo tanto, la presién p es inicamente una funcién de r y t. Es decir, el flujo es unidimensional
en la direccion radial. Se procede a encontrar una solucién analitica a la ecuacion unidimensional

2.
Condicion inicial:

p(r,0) =p, con ref0,00) y p,=cte. (C.3)
Condiciones de frontera:

p(r,t) = p, con r—o0 y t>0 (C.4)

819 Qu
87‘ - 2nkH

con r—0 y t>0 (C.5)
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donde

r = radio del pozo

) = gasto fijo de produccién del pozo
1 = viscosidad del fluido

k = permeabilidad del medio poroso
H = espesor

Para resolver la ecuacion se introduce el cambio de variable de Boltzmann

7,2

entonces se puede ver que:
dp dp r
bt ' L C.7
or  dy2ty (€.7)
& 2 dp 1
Ip _dpfr\ dp 1 (C.8)
or?  dy? \ 2ty dy 2ty
op  dp r?
o dy ity (C.9)
Sustituyendo (C1), (C.8)) y (CI) en (C2)
d*p dp
—_— 1 — =0 C.10
v+ (1405 (©10)

Para resolver esta ecuacion se utiliza el método de separacién de variables

w(y) = Z—z (C.11)

sustituyendo en (CI0) se tiene:
dw(y) __ (y+Dw(y)

= — C.12
a0 ) (C.12)
reescribiendo L duly) .
w(y Y+
- C.13
w(y) dy y (C13)
integrando ambos lados
! 1
/w (y)dy = —/&dy (C.14)
w(y) y

Resolviendo el lado izquierdo de la ecuacién (C.14)

Sea v = wly) = du=uw'(y)dy
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sustituyendo

/w;ij)dy - /%d“ = log(u) + C = log(w(y)) + C (C.15)

Resolviendo el lado derecho de la ecuacién ((C.14])

Sea s = y+1 = ds=dy
sustituyendo
/yTde = /#:/Silds:/(silJrl)ds
= /(sil) ds+/ds=log(s—1)+s+cl
= log(ly+1)—1)+(y+1)+c=logly) +y—c (C.16)
Sustituyendo (CI3)) y (CI6) en (C.14)
log(w(y)) = —y —log(y) + ¢ (C.17)
Despejando w(y) obtenemos:
w(y) = ge_y con ¢ = cte. (C.18)

Aplicando la condicién de frontera a la ecuacién

dp_ Qu e (C.19)
dy 4nkH vy ’
Notemos que
Si y=o00 y t=0 = p=p, (C.20)
2
Siy=g v 20 = p=a0n (C.21)
La Integracién de la ecuacién (C.I9) de ¢ = 0 a cualquier ¢ implica:
Qu ]oe‘y
o e 22
p(rt) =po = 1 dy (C.22)

2
Atx

donde

[e.e]

/ %ydy (C.23)

2
4tx
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Es la funciéon exponencial y usualmente se escribe como:

/ ay=-b - 4tx)—Ei<—y> (C.21)

Por consiguiente, se deduce de (C.22)) que la presién para cualquier r es:

Qp r’
p(r,t) = po+4 kHE I con t>0 (C.25)

~E(-y) A

0.2
0.154
0.1 +

0.05+

[\
S
o
oo
—
[en]

Figura C.2: Gréfica de —FEi(—y)

La gréfica de —FEi(—y) en términos de y (Figura [C.2)), demuestra que conforme y aumenta (r
incrementa o ¢ disminuye), —Fi(—y) disminuye, por lo que p(r,t) incrementa y py — p disminuye.
Esto quiere decir, que en el punto mas alejado al pozo, se tendra el mayor valor de presién y la
menor caida de presion.

La funcién integral exponencial F;(—y), puede ser expandida en la serie

r? Aty r2 1 r2\°
E(——)=—In(———%)+0.5772 — — - = .. t>0 C.26
) = 5 )+ Aty +4< 4tx) o (C-26)
cuando < < 0.01, esta funcién puede ser aproximada mediante
r? 4ty 2.25tx
E|l— ) ~-ln|—+ BT72 = —1 2
( 4tX) n ( - ) +0.577 n ( - ) (C.27)

obteniendo un error de aproximacion menor a 0.25 por ciento. La solucion analitica simplificada

de la ecuacion es: 0 9 95¢
~~ _ M ’ X
p(’f’; t) ~ Do 47T]€Hl < 72 ) (C28)
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Nomenclatura

Subindices

0 Valor inicial o de referencia
e Exploracion

f Fluido

fr Fractura

m Matriz

) Aceite

R Roca

t Total

w Pozo

Simbolos Griegos

Qfp

«

= 2 W R

<4 4 =

Description

Factor geométrico

Coeficiente de conveccion del flujo conservativo en COMSOL Multiphysics
Coeficiente de conveccion en COMSOL Multiphysics

Término fuente del flujo conservativo en COMSOL Multiphysics
Magnitud de la aceleracion gravitacional

Viscosidad aparente

Operador nabla

Operador nabla tangencial
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V.,  Operador nabla normal
Q Dominio
OB  Frontera del cuerpo
0 Frontera del dominio
Porosidad efectiva
W Propiedad intensiva
p Densidad por unidad de volumen
by Discontinuidad
0 Orientacion de la fratura
T Campo de flujo
Q¢  Dominio correspondiente a la fractura
Q,,  Dominio correspondiente a la matriz
oo Porosidad efectiva inicial o de referencia
¢sr  Porosidad de la fractura
0 Densidad inicial o de referencia
Y4 Discontinuidad correspondiente a una fractura
Superindices
+ Sentido del vector normal

Sentido contrario al vector normal

Simbolos Romanos

q

er

Description

Description

Coeficiente de absorcién en COMSOL Multiphysics

Coeficiente de difusiéon en COMSOL Multiphysics

Coeficiente de amortiguamiento/masa en COMSOL Multiphysics
Coeficiente de masa en COMSOL Multiphysics

BIBLIOGRAFIA



BIBLIOGRAFIA 185

f Término fuente en COMSOL Multiphysics

g Término fuente en la frontera en COMSOL Multiphysics
h Coeficiente en COMSOL Multiphysics

n Vector unitario normal en COMSOL Multiphysics

n, Componente @ del vector unitario normal en COMSOL Multiphysics
q Coeficiente de absorcién en la frontera en COMSOL Multiphysics

r Término en COMSOL Multiphysics

to Tiempo inicial en COMSOL Multiphysics

Uu Variable dependiente en COMSOL Multiphysics

£ Tensor identidad

k Tensor de permeabilidad absoluta

k . Tensor de permeabilidad absoluta de la fractura
k . Tensor de permeabilidad absoluta en la fractura
n Vector unitario normal

ny,  Vector unitario normal a la discontinuidad

U Velocidad de Darcy

u™  Velocidad de Darcy en el sentido del vector normal

u Velocidad de Darcy en sentido contrario al vector normal
uy.  Velocidad de la discontinuidad

Description

uy,  Velocidad de Darcy en la fractura

v Velocidad real

T Coordenadas espaciales o Eulerianas
A Area

B Dominio ocupado por un cuerpo

d Espesor de la fractura
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ﬂfrT
U
Crr
Cr
Co
CR
Ct
gs.
Po

Pa

Prr

Propiedad extensiva

Numero de Euler o constante de Napier
Generacion interna

Generacion interna en la fractura
Espesor

Longitud

Longitud de la fractura

Masa

Masa de fluido

Presién

Radio

tiempo

Volumen

Profundidad

Componente tangencial de la Velocidad de Darcy en la fractura

Componente normal de la velocidad de Darcy en la fractura

Compresibilidad de la fractura
Compresibilidad del fluido
Compresibilidad del aceite
Compresibilidad de la roca
Compresibilidad total

Generacion interna en la discontinuidad
Presion inicial o de referencia

Presion obtenida analiticamente
Presién promedio en la fractura

Presién en la fractura
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DPn
Pp
Qfr
4;

4o

X1
€2

Cipr

Presién obtenida numéricamente
Presién de produccion
Description

Gasto de inyeccion

Gasto de aceite

Radio de exploraciéon

Radio de pozo

Tiempo inicial o de referencia
Volumen de fluido

Longitud en la direccién x;
Longitud en la direccién

Compresibilidad total en la fractura
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