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Resumen

En esta tesis se presenta un modelo de transporte en medios porosos, que fue derivado usando
una metodologia sistematica para la modelacién matematica, numérica y computacional. El cual
fue aplicado para la simulaciéon de los procesos de taponamiento/destaponamiento en experimentos
de recuperacion mejorada de hidrocarburos via microbiana (MEOR) a condiciones de laboratorio.

La recuperacion mejorada de hidrocarburos via microbiana (MEOR) es una técnica de recu-
peracion mejorada en donde se utilizan microorganismos y sus productos para la recuperacion
adicional de hidrocarburos en un yacimiento. Uno de los procesos fundamentales que afectan la
recuperacion consiste en el taponamiento/destaponamiento del medio poroso debido a la biomasa
de los microorganismos.

Desde el punto de vista metodologico, se describe cada etapa del desarrollo del modelo que
consisten en los modelos conceptual, matematico, numérico y computacional.

Se obtuvo un modelo matematico general de transporte en medios porosos que incluye feno-
menos fisico-quimicos relevantes tales como adveccion, difusion, dispersion, adsorcion-desorcion y
reacciones aplicando la formulacion axiomatica de la modelacion de medios continuos.

El sistema de ecuaciones diferenciales obtenido fue discretizado mediante el método de elemen-
to finito en el espacio y de diferencias finitas hacia atras en el tiempo, resultando en un esquema
numeérico completamente implicito.

La implementacién computacional se realizé en el lenguaje de programaciéon Python 2.7 utili-
zando el proyecto FEniCS 2016.1 que es un software de codigo abierto y multiplataforma (Win-
dows/Linux).

El modelo de transporte resultante fue numéricamente validado para dos casos de estudio. Uno
de inyeccion de un pulso de un trazador inerte y el otro en un proceso de taponamiento/destapo-
namiento por microorganismos. Los resultados se comparan con los obtenidos usando el software
comercial COMSOL Multiphysics®.






Abstract

In this thesis a transport model in porous media was derived using a systematic methodology
approach for mathematical, numerical and computational modeling is presented. This model was
applied for the simulation of the clogging/declogging processes in microbial enhanced oil recovery
(MEOR) experiments at laboratory conditions.

Microbial enhanced oil recovery (MEOR) is an enhanced recovery technique where microorga-
nisms and their products are used for additonal oil recovery in a reservoir. One of the fundamental
processes that affect recovery consists of the clogging/declogging of the porous medium due to the
microorganisms biomass.

From the methodological point of view, each stage of the development of the model that con-
sists of the conceptual, mathematical, numerical and computational models is described.

A general mathematical model of transport in porous media was obtained that includes rele-
vant physical-chemical phenomena such as advection, diffusion, dispersion, adsorption-desorption
and reactions applying the axiomatic formulation of continuum media modeling.

The obtained system of differential equations was discretized by the finite element method in
space and backwards finite differences in time, resulting in a fully implicit numerical scheme.

The computational implementation was performed in the Python 2.7 programming language
using the FEniCS 2016.1 project which is an open source and multiplatform software (Window-
s/Linux).

The resulting transport model was numerically validated for two case studies. One is the
injection of an inert tracer pulse and the other one is a process of microorganisms clogging/de-
clogging. The results are compared with the ones obtained using a comercial software COMSOL
Multiphysics®.
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Introduccion

Los yacimientos petroleros en la fase inicial de operacién producen basicamente usando su
energia natural, esta etapa se conoce como recuperacion primaria. A medida que el yacimiento
pierde energia, requiere de la inyeccion de gas o de agua para restablecer o mantener la presion
del yacimiento, esta etapa se llama recuperacion secundaria. Cuando los métodos de recuperacion
secundarios resultan ineficaces, es necesario aplicar otros métodos méas sofisticados como son la
inyeccion de vapor, de productos quimicos, microorganismos, etc. Esta etapa se conoce como
recuperacion mejorada o terciaria (EOR, por sus siglas en inglés).

La recuperacion mejorada de hidrocarburos via microbiana (MEOR, por sus siglas en inglés)
es una técnica de recuperacion mejorada de hidrocarburos en donde se utilizan microorganismos y
sus productos para la recuperacion adicional de hidrocarburos en un yacimiento Bryant y Lockhart
(2002). En principio, MEOR es un proceso que incrementa la recuperacion de aceite a través de
la inoculaciéon de microorganismos en un yacimiento, con el objetivo de que las bacterias causen
algunos efectos beneficiosos como, la movilizacion de aceite residual y el desvio de los fluidos de
inyeccion a través de las areas de barrido del yacimiento al obstruir las zonas de alta permeabi-
lidad. Las tecnologias microbianas son cada vez més aceptadas en todo el mundo como métodos
rentables y respetuosos con el medio ambiente para mejorar la produccién de petroleo Sarkar et al.

(1989).

Las tecnologias de recuperaciéon mejorada de hidrocarburos consisten principalmente de procesos
fisicoquimicos en su mayoria, sin embargo la aplicaciéon de procesos biologicos es una alternativa
técnica y econémicamente factible. El proceso MEOR involucra el uso de microorganismos na-
tivos del yacimiento o especialmente seleccionados (crecimiento a altas temperaturas, salinidad,
presion y pH) para producir metabolitos especificos que impactan en una mejoria de la recupera-
cion Bryant y Lockhart (2002).

La modelaciéon del comportamiento de los microorganismos que influyen en la recuperaciéon mejo-
rada de hidrocarburos via microbiana y de sus actividades en el yacimiento, ha atraido fuertemente
el interés desde el inicio de las investigaciones sobre MEOR.

XV
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0.1. Estado del arte de los modelos en medios porosos

Corapcioglu Yavuz y Haridas (1985) propusieron un modelo matematico para predecir la dis-
tribucion espacial y temporal de microorganismos (bacterias y virus) como una herramienta para
la evaluacion a largo plazo del riesgo de acumulacién de contaminantes microbianos en suelos y
aguas subterraneas. La ecuacion gobernante para el transporte de microorganismos se acopla a
una ecuacion de transporte de nutrientes presentes en el agua residual; los mecanismos de ta-
ponamiento y destaponamiento son incorporados dentro del modelo. Cuando el decaimiento es
considerado como una reaccion de primer orden y el crecimiento bacteriano sigue la ecuacion de
Monod (1949), las ecuaciones del modelo no son lineales y estan acopladas. Un sistema de ecua-
ciones simplificadas se resuelve analiticamente para verificar los resultados numéricos; se obtienen
soluciones numeéricas en una y dos dimensiones mediante el método de Galerkin.

Knapp (1988) desarrollaron un modelo matematico unidimensional para describir el proceso de
taponado de los microorganismos. El modelo fue usado para investigar el impacto del crecimien-
to celular y la retenciéon sobre la reducciéon espacial y temporal en la permeabilidad del medio
poroso. Se supuso que el desarrollo de la fase estacionaria se debe solamente a la retencion de
biomasa y que el transporte convectivo es el mecanismo dominante de transporte de bacterias.
Las ecuaciones gobernantes incluyen una ecuacion de conveccion-dispersion para el transporte de
microorganismos y nutrientes y una ecuacion de conservacion de masa para el desarrollo de la fase
estacionaria.

I[slam y Gianetto (1993) derivaron un modelo matemético que describe el transporte bacteriano, la
propagacion de nutrientes y el crecimiento microbiano en medios porosos. Ellos usaron una técnica
de sobre relajacion sucesiva para resolver las ecuaciones diferenciales parciales gobernantes.

Sarkar et al. (1991) desarrollaron un simulador numérico unidimensional de multiples componen-
tes en dos fases para modelar el transporte y el crecimiento de bacterias y la recuperacion de
aceite en un proceso MEOR. Las ecuaciones basicas que gobiernan el transporte de aceite, agua,
bacterias, nutrientes y metabolitos en medios porosos son las ecuaciones de conservacién de masa
de los componentes. La reducciéon de la permeabilidad fue modelada usando la teoria de medio
efectivo. El modelo de recuperacion de aceite estda basado en mecanismos tales como, reduccion
de la tension interfacial por bio-surfactantes y el taponado selectivo por la biomasa. En su modelo
un algoritmo implicito en presion explicito en concentracion fue usado para resolver las ecuaciones
de la presion y las de conservaciéon de masa.

Chang et al. (1991) y Chang et al. (1992) incorporaron las ecuaciones que gobiernan el transporte
de microorganismos y nutrientes en un modelo de petroleo negro trifasico en 3D. Las actividades
microbianas simuladas incluyeron: el flujo neto de microorganismos por conveccion y dispersion,
el crecimiento, el decaimiento microbianos, el consumo de nutrientes y la deposicion de micro-
organismos sobre la superficie de la roca. La alteracion en la mojabilidad de la roca durante el
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tratamiento microbiano fue considerada como el mecanismo para la recuperacion de aceite. Basado
en resultados experimentales, las correlaciones empiricas entre las concentraciones de las células y
la mojabilidad de la roca, y entre la mojabilidad de la roca y las saturaciones de la fase residual
fueron establecidas.

Bryant et al. (1992) realizaron un conjunto de experimentos de laboratorio para obtener datos
reales para alimentar un simulador de transporte microbiano. Los parametros microbianos que
determinaron fueron:

Crecimiento y decaimiento microbiano,

Deposicién microbiana,

Difusiéon microbiana,

Dispersion convectiva,
Consumo de nutrientes.

Zhang et al. (1995) desarrollaron un modelo matematico de flujo de multiples componentes
trifasico tridimensional en medios porosos que incluye reacciones fisicas, quimicas y biologicas. El
modelo propuesto incluye: ecuaciones de trasporte por componentes, las ecuaciones del modelo de
petroleo negro, las ecuaciones de la cinética microbiana, un modelo de reducciéon de la permeabili-
dad, y modelos de procesos recuperaciéon de hidrocarburos. Los autores desarrollaron un simulador
numérico tridimensional trifasico de miltiples componentes para investigar el transporte y el cre-
cimiento de microorganismos en medios porosos y el impacto de las actividades microbianas en la
recuperacion de aceite. Las actividades microbianas modeladas en este estudio incluyen:

s El crecimiento, retencion, y productos finales de inhibicion del crecimiento,
= La formaciéon de productos metabdlicos,
= El consumo de nutrientes.

Desai et al. (1999) propusieron un modelo estequiométrico para un proceso de fermentacion con
Clostridium acetobutylicum este modelo incorpora ecuaciones no lineales. Desarrollaron un pro-
grama de computo que usa un enfoque de optimizacion global heuristica independiente del modelo
para resolver el problema no lineal resultante.

Thullner et al. (2004) desarrollaron un modelo bidimensional para comparar una simulacion de
taponamiento debido a microorganismos, con una célula de flujo experimental. Ellos investigaron
los cambios en el campo de flujo, lo que muy probablemente podria atribuirse a biotaponamiento.

Kim (2006) desarroll6 un modelo de transporte para investigar los cambios en la porosidad y
permeabilidad debido a la actividad microbiana. En este trabajo se realizé también un anélisis de
sensibilidad sobre la concentraciéon microbiana de efluentes, a parametros relativos a la fijaciéon y
desprendimiento de los mismos microorganismos.
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Nielsen et al. (2010) desarroll6 un modelo 1D, donde los microorganismos transforman los
nutrientes en surfactante, el efecto de los tltimos fue investigado mediante la interpolacion de pa-
rametros de curvas de permeabilidad relativa de tipo Corey para obtener un mejor ajuste con los
datos experimentales. También investigaron el efecto de las concentraciones inyectadas de sustrato
(nutrientes) y bacterias.

Li et al. (2011) investigaron la relacién funcional entre la saturacion de aceite residual y el
ntumero de capilaridad, a través de la solucion de un modelo de elementos finitos biologicos e
hidrogeologicos acoplados. Realizaron varios estudios paramétricos en 1D, incluyendo la tasa de
crecimiento bacteriano, las tasas de adherencia y desprendimiento, las evoluciones de porosidad
y permeabilidad, y su modelo de prueba, de la evolucién de la concentraciéon bacteriana relativa
(con respecto a la concentracion original) en el tiempo.

Huang y Monteagudo (2012) desarrollaron un modelo matemético que explica los procesos
de Generacion Microbiana de Gas (MGG) y Recuperacion Mejorada de Petréleo Microbiano
(MEOR), involucrando un modelo cinético que predice el crecimiento celular y la produccion
de metabolitos de gas y biopolimeros . El modelo también considera la reducciéon de la saturacion
de aceite residual y el cambio de viscosidad del agua por el biopolimero. Un modelo de adsorcién
representa la retencion de solutos en la fase acuosa, alterando asi la porosidad y la permeabilidad.
El modelo se implement6 en un simulador de reservorio de composicion y de aceite negro en 3D de
campo completo, utilizando el enfoque de diferencias finitas, y utilizando algunas hipotesis para
tener en cuenta la producciéon de biomasa y bio-metabolitos en las ecuaciones discretizadas.

En el trabajo de Diaz-Viera et al. (2015), se derivo un modelo de transporte en medios porosos
aplicando un enfoque sistematico de modelacién continua, implementado utilizando el método de
elementos finitos para simulacién, analizar e interpretar numéricamente los procesos de recupera-
cion mejorada de aceite via microbiana (MEOR) bajo condiciones controladas de laboratorio y a
escala de ntcleo, tales como taponamiento/destaponamiento.

La motivacion de este trabajo es desarrollar un modelo de transporte a escala de laboratorio
para realizar simulaciones numéricas de los procesos de recuperacién mejorada via microbiana a
escala de laboratorio. Para el diseno 6ptimo de métodos de recuperacion mejorada de petroleo se
requiere realizar una variedad de pruebas de laboratorio bajo condiciones controladas para enten-
der cuales son los mecanismos fundamentales de recuperacién para un método de recuperacion
mejorada dado en un yacimiento especifico.

Un modelo adecuado de las pruebas de laboratorio seria decisivo en la interpretacion y com-
prension de los mecanismos de recuperacion y en la obtencion de los parametros pertinentes para
la posterior implementacion de procesos de recuperacion mejorados en el pozo y a la escala del
yacimiento.

Las pruebas de laboratorio suelen tener una serie de inconvenientes, entre los que se incluyen, que
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son muy sofisticadas, caras y poco representativas de toda la gama de fenémenos involucrados.

El objetivo de la presente tesis es desarrollar un modelo de general transporte en medios poro-
sos a escala de laboratorio usando el software FEniCS 2016.1. El modelo desarrollado es aplicado
para la simulacion del proceso de taponamiento/destaponamiento por microorganismos.

Resulta importante destacar que al desarrollar un modelo de transporte lo suficientemente
general y flexible, éste puede ser aplicado a otros procesos de recuperacion mejorada de manera
casi directa. Solo se requeriria considerar las particularidades (leyes constitutivas especificas) de
cada uno de los términos involucrados en la ecuaciéon del modelo.

Desde el punto de vista metodologico, se describe cada etapa del desarrollo del modelo que
consisten en los modelos conceptual, matematico, numérico y computacional.

El modelo matemético general de transporte en medios porosos que incluye fenémenos fisico-
quimicos relevantes tales como adveccion, difusion, dispersion, adsorcidon-desorcion y reacciones es
derivado aplicando la formulacion axiomatica de la modelaciéon de medios continuos.

El sistema de ecuaciones diferenciales obtenido es discretizado mediante el método de elemento
finito en el espacio y de diferencias finitas hacia atras en el tiempo, resultando en un esquema
numérico completamente implicito.

La implementacion computacional es realizada en el lenguaje de programaciéon Python 2.7
utilizando el proyecto FEniCS Petter Langtangen y Logg (2016). El proyecto FEniCS 2016.1 es
un software alternativo desarrollado bajo el paradigma de codigo abierto, libre y multiplataforma
(Windows/Linux) que permite trabajar en un entorno colaborativo, extensible y sostenible. A dife-
rencia de otros modelos implementados usando software comerciales como COMSOL Multiphysics
(2008), éste permitiria probar diversos modelos matematicos y numéricos, ademas de poder adap-
tarse y extenderse a diversos problemas de recuperacion de petroleo, y proponer recomendaciones
en casos particulares.

El modelo de transporte resultante fue aplicado para dos casos de estudio en experimentos de
transporte a través de niicleos. Uno de inyeccion de un pulso de un trazador inerte y el otro en
un proceso de taponamiento/destaponamiento por microorganismos. Los resultados se comparan
con los obtenidos usando el software comercial COMSOL Multiphysics®.

El contenido de esta tesis esta compuesto por los siguientes capitulos:

En el capitulo 1 se muestra la metodologia general de la modelacion matematica, numérica y
computacional.

En el capitulo 2 se presenta una introducciéon al método de elementos finitos, el cual sera uti-
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lizado para la discretizaciéon del modelo matematico.

En el capitulo 3 se presenta una descripcion general del Proyecto FEniCS 2016.1, el cual se
usa para la implementacion computacional del modelo.

En el capitulo 4 se realiza la derivacion del modelo matematico de transporte aplicando el
enfoque axioméatico para la modelacion de los sistemas continuos.

En el capitulo 5 se muestra el modelo numérico desarrollado para el modelo de transporte.

En el capitulo 6 se presenta el modelo computacional implementado usando el Proyecto FE-
niCS 2016.1.

En el capitulo 7 se realiza la validacion del modelo en un caso de estudio de inyecciéon tipo
escalon mediante la comparacion con una soluciéon analitica tomada del articulo de Van Genuchten
y Alves (1982), y se muestra el impacto del numero de Peclet para casos de adveccion dominante.

En los capitulos 8 y 9 se presentan dos casos de estudio: uno de inyeccion de un pulso trazador
inerte y el otro de un proceso de taponamiento/destaponamiento por microorganismos.

En el capitulo 10 se presentan las conclusiones y trabajo futuro.

Adicionalmente en el Apéndice A se muestra un glosario con las definiciones de los parametros
para la simulacion de los procesos MEOR. En el Apéndice B expone el enfoque axiomatico para
la modelaciéon de los sistemas continuos, el cual se utiliza para la derivacién de los modelos mate-
maéticos anteriores. En los Apéndices C se expone los elementos de analisis funcional utilizados en
la derivacion del modelo de transporte. En el Apéndice D se muestra el desarrollo y generalizacion
del tensor de dispersiéon hidrodinamica. En el Apéndice E se desarrolla la derivacion matematica
del método de diferencias finitas empleado en el modelo numérico.

En el Apéndice F se muestra y se documenta el codigo que se utilizoé en el modelo computacional.
Finalmente mostramos la bibliografia utilizada en la elaboracion de este trabajo de tesis.
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Metodologia de la Modelacion Matematica.,
Numeérica y Computacional

Para la eleccion de una solucién, se requiere una herramienta que permita pronosticar la
respuesta de un sistema dado a la implementacién de un esquema propuesto. La herramienta
que permite realizar estas predicciones es el modelo Diaz-Viera et al. (2008). Un modelo puede ser
definido como una version simplificada del sistema real que simula aproximadamente las respuestas
de éste. La estructura del sistema y los procesos que ocurren dentro de éste son por consiguiente
representados por modelos conceptuales, disenados para cumplir los requisitos de cierto tipo de
problemas bajo una escala dada. En este proceso, se construyen modelos que se utilizan para
predecir el comportamiento de un sistema, que requiere formalmente de cuatro etapas:

= Modelo conceptual
Modelo matemaéatico

Modelo numérico

Modelo computacional

Durante el planteamiento del modelo conceptual se establecen todas las hipétesis, supuestos,
condiciones, alcances y limitaciones que debe satisfacer el modelo. En consecuencia, se definen
cudles son las fases, componentes y propiedades sujetas a balance, asi como las posibles relaciones
de dependencia entre éstas.

La etapa de modelacion matematica consiste en sentido general en obtener un modelo matemati-
co que describa el comportamiento a través de un sistema de Ecuaciones Diferenciales Parciales
(EDPs) del fenémeno a estudiar.

Para la generacion de modelos matematicos existen esencialmente dos enfoques: el deterministi-
co y el estocastico. El enfoque deterministico consiste en establecer una ecuaciéon o conjunto de
ecuaciones cuya solucion tnica describe de manera univoca el comportamiento del fenémeno a
modelar. Mientras que el enfoque estocastico persigue reproducir el comportamiento del fenémeno
en el sentido estadistico, es decir, se obtienen multiples soluciones (realizaciones) estadisticamente

1
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equivalentes. Segiin sea la escala de la modelacion se adopta el punto de vista microscépico cuando
modelamos a escalas muy pequenas y deseamos ver los detalles a nivel de particulas: se adopta el
punto de vista macroscopico cuando el sistema se considera como un continuo y las propiedades
son efectivas tomadas como promedio en cierto volumen representativo.

No obstante, los problemas con condiciones iniciales y de frontera que son generados usualmente
no se pueden resolver de manera analitica por lo que hay que recurrir a su solucién numérica.

La etapa de la modelacién mumérica consiste en obtener un modelo numérico a partir del mo-
delo matematico desarrollado, el cual pueda ser implementado en un programa de computo. Los
modelos numéricos son versiones discretas de los modelos mateméaticos, cuyas soluciones son apro-
ximadas hasta cierto nivel de error, pero a su vez deben ser consistentes con la solucién del modelo
matematico.

Los métodos numéricos més usados para la discretizacion en espacio y tiempo de sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales son de tres tipos:

» El método de diferencias finitas (FDM)
» El método de elementos finitos (FEM)
» El método de volumen finito (FVM)

Ademas de la discretizacion del sistema de EDPs se requiere en mayor o menor medida la aplicacion
de métodos numéricos, como son:

= Métodos de linealizacion del tipo de Newton-Raphson

= Métodos, directos e iterativos, para resolver el sistema de ecuaciones algebraicas lineales
resultantes.

» Métodos Optimos de Construcciéon de Mallas.

La modelacién computacional es la etapa en la que se traduce el modelo numérico en uno compu-
tacional el cual debe estar implementado en una plataforma o equipo de computo especifico y
codificado en cierto lenguaje de programacion.

En este trabajo se realizé la implementacion computacional mediante el uso del software proyecto
FEniCS 2016.1 que es una plataforma numérica general basada en el método de elementos finitos
para la solucién automatizada de ecuaciones diferenciales parciales con condiciones iniciales y de
frontera. Para la validacion del modelo se confirma que los resultados sean una buena aproxima-
cion del fenémeno en cuestion. Frecuentemente, esto se realiza mediante comparaciones entre los
resultados del modelo computacional y soluciones semi-analiticas. Otra manera de realizar una
validacion es mediante la comparacion con resultados publicados o resultados de pruebas de labo-
ratorio.

En la figura (1.1) se observa el proceso de la formulacion y los pasos necesarios para poder generar
un modelo y obtener una solucién numérica aproximada.



Figura 1.1: Diagrama de la Metodologia para generar un modelo.

En los casos de estudio, se analizan dos situaciones para estudiar los fenémenos especificos
de interés. Se proponen datos de entrada para resolver el modelo. Los resultados de los casos de
estudios es la prediccion del comportamiento del sistema bajo las condiciones supuestas.
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Introduccion al Método de Elementos Finitos

2.1. Resena historica

Toda esta seccion fue tomada de Chen (2005). En 1915, Boris Grigoryevich Galerkin fomulé un
método general para la resolucion de ecuaciones diferenciales Galerkin (1915). Anteriormente ya
se habia presentado un enfoque similar por Bubnov. El método de Galerkin o método de Bubnov-
Galerkin, el método se formulé originalmente con polinomios globales y se remonta a los principios
variacionales de Leibniz, Euler, Lagrange, Dirichlet, Hamilton, Castigliano. El método Galerkin
con espacios polinomiales a trozos (V}, Vh) es conocido como el Método de los Elementos Finitos.
El método de elementos finitos fue introducido por ingenieros para el andlisis de estructuras
mecénicas en 1950s y fue propuesto independientemente por Courant (1943). El us6 del método
de elementos finitos entre los ingenieros y matematicos se di6 en la década de 1960s desde entonces,
se ha ampliado y refinado el método de los elementos finitos en un marco global para el diseno y
analisis de métodos numéricos para ecuaciones diferenciales. El trabajo a posteriori de analisis de
errores del método de elementos finitos se remonta a los trabajos del pionero Babuska y Rheinboldt
(1978).

2.2. La definicién de elementos finitos

La definicion de elemento finito Logg et al. (2012) se introdujo por primera vez en un conjunto
de notas Ciarlet (1975). Hasta hoy se mantiene la definicion estandar Brenner y Scott (2008). La
definicion dice lo siguiente:

Definicién 1.1: Un elemento finito Ciarlet (2002) se define por una tripleta (7', V, L),
donde

» El dominio T es acotado y es subconjunto cerrado de R? (para d = 1,2,3....) con el limite
interior no vacio y suave a tramo en la frontera;

5
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» El espacio V = V(T') es un espacio funciones de dimension finita sobre el dominio 7" de
dimensién n;

= El conjunto de grados de libertad (nodos) £ = {¢y,{5,....,{,} es una base para el espacio
dual V es decir el espacio de funciones lineales acotadas en V.

Definicién 1.2: Sea (T,V,L) y (T,V, L) elementos finitos y Fr : T — T sea un mapeo
afin no generado.

Los elementos finitos son de equivalencia afin si F*(v) = Vy f*(ﬁ) = L.

Una consecuencia de la equivalencia afin es que solamente se puede construir un base nodal, y
entonces se puede asignar a cada celda en una malla. Ademaés, esta idea de equivalencia se puede
extender a algunos elementos del valor del vector cuando se utilizan cierto tipo de mapeos. Los
elementos de Lagrange son equivalentes afin en H'.

2.3. Notacion

» El espacio de los polinomios de grado e incluyendo ¢ sobre el dominio T' C R? es denotado

por P,(T) y los correspondientes campos del vector d por [P,(T)]".

» Un espacio de elementos finitos E es llamado V-conforme si E C V. Si no, es llamado (V-)
no conforme.

= Los elementos de L se refieren generalmente a los grados de libertad de los elementos
(T,V, L).
Al describir las familias de los elementos finitos, es habitual para ilustrar los grados de li-
bertad con cierta notacion esquematica. Como se muestra en la tabla (2.1) para el caso de
esta tesis.

Elemento finito | Nombre corto | Espacio de Sobolev | Conforme ajuste
Lagrange CG H! si

Tabla 2.1: El elemento finito que se analizara, incluyendo el nombre completo y el respectivo (orden maés alto).

2.4. Espacios H! de elementos finitos

El espacio H' es fundamental en el analisis y discretizacion de la forma débil para los problemas
elipticos de segundo orden, y los subespacios de elemento finito de H! dan lugar a algunos de
los elementos finitos mas conocidos. Tipicamente estos elementos utilizan espacios C° que se
aproximan desde una funcién suave a trozos en un dominio acotado en H'! si y sélo si es continuo
Dietrich (2007). En este trabajo consideramos los elementos clasicos de Lagrange.



2.5. El elemento de Lagrange 7

2.5. El elemento de Lagrange

El elemento finito més conocido y utilizado mas ampliamente es el elemento P; de Lagrange.
Este triangulo de menor grado algunas veces es llamado triangulo de Courant, después del papel
influyente por Courant (1943) en el que las técnicas variacionales se utilizan con el triangulo P,
para derivar método de diferencias finitas. Algunas veces este método es visto como el método de
los elementos finitos, pero en realidad hay una familia de elementos parametrizados por el grado
del polinomio que generaliza la interpolaciéon univariada de polinomios simples.

Los elementos de Lagrange de grado superior ofrecen mayores propiedades de aproximacion de
orden. Por otra parte estos pueden ayudar al fenémeno cuando se usan elementos lineales para
dar mejores propiedades de estabilidad discretos.

Definicién 1.4: Los elementos de Lagrange (CG,) estan definidos para ¢ = 1,2, .... por

T € {segmento, triangulo, tetraedros} (2.1)
VY =P,(T), (2.2)
(o) =v(x"), i=1,...,n(q), (2.3)

donde {xl}?:(ql) es una enumeracion de puntos en 7' definida por

0<i<gq, T intervalo,
7%) 0<i+j<gq, T triangulo,
I %) 0<i+j+k<gq, T tetraedro.

La dimension de estos elementos finitos de Lagrange corresponde a los grados completos de poli-
nomios de grado ¢ sobre 1"y es

q+1, T ntervalo,
n(g) =< () (¢+1)(g+2), T tringulo,
(%) (g+1)(g+2)(g+3), T tetraedro.

La definicién anterior presenta una opcién para el conjunto de puntos {z'}. Sin embargo, esté
no es la tnica opcién posible. En general, basta con que el conjunto de puntos {z'} que no tiene
solucién y que en los puntos de frontera son localizados afin de permitir el ensamble en C°. El
conjunto de puntos debe incluir los vértices ¢ — 1 puntos en cada borde, w puntos para
cada cara y asi sucesivamente. Los puntos de las fronteras deben ser colocados de forma simétrica
de modo que los puntos sobre las celdas adyacentes coincidan. Mientras que el acondicionamiento
numérico y las propiedades de interpolacion se puede mejorar de buena manera por la eleccién de
estos puntos de manera inteligente.

Dejando HqT denote el interpolador definido por los grados de libertad por encima de los elementos
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de Lagrange de grado ¢ tenemos de Brenner y Scott (2008) que:

o= T

donde, y en todas partes C' denota una constante positiva genérica que no depende de hr, pero
depende del grado de ¢, y la proporcion de aspecto simple, y u es una funcion (6 vector de
campo) regular. Los valores vectoriales o tensoriales de los elementos de Lagrange generalmente
se construyen mediante el uso de elementos de Lagrange para cada componente.

(2.4)

T
ma = Cht lul ey Hu — 1l ”‘

1
L2(T) < Chi! [ultroer )

2.6. La construcciéon de elementos finitos de referencias ge-
nerales

En esta definicion el término de elementos finitos se refiere no solo a una celda en particular
en la malla, sino también al espacio funcional asociado y a los grados de libertad. Tipicamente
el dominio T es de forma poligonal o poliédrica simple, y el espacio de funciones V' consta de
polinomios. Dado un elemento finito, una base concreta, a menudo llamada la base nodal, para
este elemento puede ser calculado usando la siguiente definicion.

Definicion 2.2: La base nodal para un elemento finito (T, V, L) es el conjunto de funciones {¢}"_|,
tal que para todo 1 <i,5 < n,

li(¢5) = 6ij, (2.5)
donde ¢;; denota la funcién delta de Kronecker.
El problema principal que nos ocupa es la construccion de esta base nodal. Para cualquier elemento
finito dado, uno puede construir la base nodal de forma explicita con el algebra elemental. Los
grados de libertad de un elemento en particular a menudo se eligen de manera que se cumplan
estos requisitos de continuidad. Ademas de calcular la base nodal, se ha simplificado para las
siguientes tareas:

1. Evaluar las funciones de base y sus derivadas en los puntos.

2. Asociar las funciones de base (o grados de libertad) con la topologia de las caras T como
sus vértices, aristas y colocarlas en los bordes.

3. Asociar a cada funcién base los metadatos adicionales que describen la correlacion que se
debe utilizar para la evaluacion de las funciones base y sus derivadas.

4. Establecer normas aplicables a la evaluacion de los grados de libertad aplicada a funciones
arbitrarias (necesario para las condiciones de frontera tipo Dirichlet).

El primero de ellos es relativamente simple en el marco del célculo simboélico, pero requieren
mas cuidado si una aplicacién utiliza la aritmética numérica. Los dos de en medio codifican la
informacion necesaria para un codigo para transformar la base de referencia y un ensamble global
de grados de libertad cuando el elemento finito es mas o menos C° continua.



2.7. Cambio de base 9

2.7. Cambio de base

La idea fundamental en la construccién de una base nodal es de algebra lineal elemental: se
construye la base deseada (nodal) como una combinacién lineal de otra base disponible. Vamos a
n . .
empezar con algunos {1 }._, que se extiende por V. De esta forma, construimos cada base nodal
y las funciones ¢; como

¢ = Z Qi Pj, (2.6)
k=1
La tarea consiste en calcular la matriz o, cada uno fija ¢; debe satisfacer
Ui (¢5) = 6 (2.7)

y el uso de la expansiéon anterior para ¢;, obtenemos

dij = kz €i<04jk1/’k) = kz O‘jkéi(l/’k) (2.8)
—1 =1

Por lo tanto, para un j fijo tenemos un sistema de n ecuaciones

Z Bikajk = 5@']’ (2-9)
k=1
donde
B, = li(y) (2.10)

es un tipo de matriz generalizada de Vandermonde, claro podemos escribir la ecuaciéon anterior
como

Bal =1 (2.11)
y obtenemos

a=B"T (2.12)

En la practica, esto supone que uno tiene una implementacién de la base original para que las
acciones de los grados de libertad pueden ser calculados facilmente. Los grados de libertad implica
tipicamente evaluacion, diferenciacion, integracion y asi sucesivamente.

2.8. Espacios de polinomios
Los elementos finitos en términos de una funciéon de dimensién finita del espacio V. Aunque no

es estrictamente necesario, las funciones utilizadas en elementos finitos son tipicamente polinomios.
Si bien nuestra estrategia general serd, dar cabida a bases no polinémicas, sélo nos ocuparemos
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de polinomios. El espacio mas comun es [Pq]d. El espacio polinomial de grado ¢ en R?. Hay mu-
chas maneras diferentes para representar [Pq]d. Los mas comunes que se utilizan son Power basis,
Legendre basis, Jacobi basis, Dubiner basis, Bernstein basis, Homogeneous polynomials, Vector or
tensor-valued polynomials. En 2D sobre triangulos, [P,]? es expandido por funciones de la forma

i< o . :
{z'y}; 55", con una definicion similar en tres dimensiones.

2.9. El mapeo del elemento de referencia

Una practica comun, empleada en el software FEniCS y en muchos otros codigos de elementos
finitos, es mapear las funciones de base nodales de la celda de referencia a cada celda de una
malla. A veces, esto es tan simple como un cambio de coordenadas afin; en otros casos es mas
complicado. Para completar, se describen brevemente los conceptos basicos de la creacion de los
elementos finitos globales en términos de un elemento de referencia asignada. Asi por lo tanto T’
es un poligono global en la malla y T es el correspondiente poligono de referencia.

El jacobiano de este mapeo es:
N 8x 8AT(i)
= = 2.14
B =5 = "% (2.14)

Actualmente, FEniCS s6lo es compatible con los mapas afines entre 7"y T, lo que significa que
x = Fri+x9y J = Ar. Para los elementos isoparamétricos una funciéon de base se define en
términos de la funciéon de base correspondiente en el elemento de referencia como:

o(r) = (%) (2.15)

A continuacién la integral, se puede realizar en el poligono de referencia,

/T o(x)dr = /T o(&)det Jdi (2.16)

y las derivadas espaciales se definen por las derivadas en el elemento de referencia y la asignacion
de la geometria mediante el uso de la regla de la cadena,

06 ~— 0¢ Oi;

J

(2.17)

El mapeo por encima de funciones de base es comiin para las aproximaciones en H'. Para aproxi-
maciones en H(div) o H(curl) es necesario utilizar el mapeo Piola, donde la asignacion para las
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funciones de base se diferencia de la asignacion de la geometria. Esto es para elementos H(div),
el mapeo Piola se lee

B 1
 |detJ|

é() Jo(2) (2.18)

Cuando se utiliza la numeracion de las entidades de malla, es ventajoso utilizar ﬁ

m ya que el signo del determinante en relacién con la senal de la vector normal.

en lugar de

2.10. Mapeo de local a global de los grados de libertad

Una alternativa es relacionar cada grado de libertad en la celda de referencia a un punto en la
celda de referencia. El mapeo de la geometria a continuacion, da un punto global en la malla, Por
la ecuacion (2.13), que identifica el grado de libertad; es decir, los grados de libertad en diferentes
elementos son compartidos si corresponden al mismo punto global en la malla. Alternativamente,
cada grado de libertad puede estar relacionado con una entidad de red local, como un vértice,
borde o cara, sobre el elemento de referencia. después de mapear el elemento, el grado de libertad
a continuacion, estara relacionado con la entidad de red correspondiente en la malla global.
Ejemplo: Los elementos de Langrange. Los elementos de Lagrange se muestran en la figura
2.1 estos son los elementos mds comunes. Los grados de libertad estdn representados por puntos
negros, los cuales representan el punto de evaluacion. El orden del primer elemento se muestra en
el tridngulo de la izquierda, sus grados de libertad consisten en una evaluacion punto en cada uno
de los vértices. Es decir, los grados de libertad ¢; : V — R

li(v) = /Tvéxidx = v(z;) (2.19)

donde x; son los vértices (0,0),(1,0),(0,1) y & es la funcion delta de Dirac. Las funciones de base
correspondientes son 1 —x —y, x, y y. El elemento de sequndo orden se muestra en el tridngulo
de la derecha. FEste tiene seis grados de libertad.

A

Figura 2.1: Elementos de Lagrange de uno y dos 6rdenes.
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2.11. Formulaciéon variacional de Elementos Finitos

Para la formulacion y su andlisis teorico tomado de Chen (2005), particularmente en los espacios
de Sobolev Ciarlet (2002), H"(2),r = 1,2, ....... Un espacio lineal V', junto con un producto interior
(+,+), definido sobre éste, es llamado espacio de producto interior y es representado por (V, (-,-)).
Con el producto interior (-,-) existe un norma asociada definida en V:

vl = V(v,0) veV. (2.20)

Por lo tanto, un espacio con producto interno puede ser siempre hecho para ser un espacio lineal
normado. Si el espacio lineal correspondiente (V] (-, -)) es completo, entonces (V, (-, -)) es llamado
espacio de Hilbert. Los espacios de Hilbert H"(Q2), (r = 1,2, ....... ), con producto interior

(w V) gy = Z / D%u(z)D%(x)dx wu,v € H'(Q) (2.21)
laj<r ¢

y su norma correspondiente ||-|| H"(£2), es un espacio de Hilbert. Ahora suponemos que V' es un
espacio de Hilbert con el producto escalar (-,-) y su norma correspondiente ||-||,,. Asi a(:,-) :
V xV — R y esto es su forma bilineal en sentido que

a(u, av + fw) = aa (u,v) + fa (u, w),
a(ou + Pv,w) = aa (u,w) + Ba (v, w) (2.22)

para o, 5 € R, a, 8 € R Ahora asumimos que L : V — R es un funcional lineal.
Vamos a definir el funcional «, 8 € R por:

F(v)= %a (v,v) = L(v), veW (2.23)

Consideremos ahora el problema de minimizaciéon abstracta
Hallar peV tal que F(p)<F(v) YveV (2.24)
y el problema variacional abstracta es
Hallar peV tal que a(p,v)=L{w) YveV (2.25)

Para analizar las ecuaciones (2.24) y (2.25) necesitamos algunas propiedades de a y L:

w a(-,-) es simétrica si
a(u,v) =a(v,u) Yu,veV (2.26)

» a(-,-) es continua o acotada en la norma |||, si existe una constante a* > 0 tal que

a(w,0)| < aully llolly Yo,ueV (2.27)
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w a(-,-) es V-eliptica o coactivo si existe una constante a, > 0 tal que
la (v,0)] > a* o]}, Yo,ueV (2.28)
» L es acotada en la norma |||,

IL(v)| < L|vll, YveV. (2.29)

Por lo tanto, de acuerdo al teorema la representacion de Riesz, existe una tinica p € V tal que es
decir
a(p,v)=L({w) YveV,.

2.12. Espacios de elementos finitos

Los elementos finitos definido se ensamblan para construir espacios de elementos finitos ge-
nerando aproximaciones de funciones definidas en principio en dominios arbitrarios tomado Logg
et al. (2012).

Sea 2 el dominio en donde esta definida la EDPs a la particion (triangulacion) del dominio la cual
esta formada por pequenos intervalos llamados elementos.

2.12.1. Triangulos

Consideramos espacios generales de elementos finitos. Primero trataremos el caso 2 C K es un
dominio poligonal en el plano. Asi K}, es la triangulacién del dominio €2 dentro de los tridangulos
K. Introduciremos la notaciéon

P.(K)={v:v es wun polgono de grado a lo mas r en K}.
donde r =1,2,..... . Parar =1 P, (K) es un espacio de funciones lineal, de la forma
v (X) = Voo + V1071 + V0172 X = (21,72) € K,v € P (K)

donde Vi; € R, 7,7 =0,1.
Note que la dimension (P (K)) = 3; es decir, esta dimension es tres.
Para r = 2, P, (K) es el espacio de funciones cuadraticas de K:

2
v (X) = Voo —+ V101 -+ V012 + V207 -+
2
V111 T + Vo5, v € Py (K)

donde v;; € R, 4,5 =0, 1,2. Vemos que la dimension (P(K)) = 6.
En general, tenemos

P"‘(K>:{U:U(X): Z ’UZJ'IZI‘%‘?7 XEK: UZJGR}7 TZO)

0<i+j<r
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Asi que
(r+1)(r+2)
2

dim (P, (K)) =
ejemplo 1. Definir
Vi={v:v es continua en Q y vlxe P(K),KeK},

donde v|k representa la restriccion v en K. Como parametros o grados globales de libertad,
para describir las funciones de V},, utilizamos los valores en los vértices (nodos) de K. Se puede
demostrar que esta es una opcion legitima; es decir una funciéon de V}, es determinada tinicamente
por estos grados de libertad global. Para ver esto, para cada triangulo K € Kj, estos vértices
son indicados por m;, my y mg; ver figura(2.2) Ademaés, y las funciones (local) de bases sean A;,
i =1,2,3, que se definen por

A(my) 1, st 1=7,
i\1mj) =
! 0, si i#j i,j=12,3.

Estas funciones de base se pueden determinar en el siguiente enfoque:

Figura 2.2: Los grados de libertad para elementos P; (K)

Dada la ecuacion de la linea recta que pasa por los vértices my y mz dada por
Co + 1T + Cxy = 0
y luego definimos
A (x) =7 (co+ a1x1 + cama), x = (21,22),

donde la constante v se elige de modo que A\;(m;) = 1. Las funciones Ay y A3 se puede determinar
con el mismo enfoque. Estas funciones A\;, Ay ¥ A3 a veces se llaman las coordenadas baricéntricas
de un triangulo. si K es el triangulo de referencia con vértices (1,0),(0,1) y (0,0), A1, Ao y A3
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son respectivamente 1, xs y 1 — x; — 9. Ahora cualquier funcién v € P; (K) tienen una tnica
representacion

v(x) =Y vm)Ai(x), x€K.
i=1

Asi v € P (K) se determina de forma tnica por sus valores en los tres vértices. Por lo tanto,
en cada triangulo K € K, los grados de libertad de los elementos, que pueden ser estos valores
(nodales). Estos grados de libertad son los mismos que los grados globales de libertad y se utilizan
para construir las funciones de base en V},. Afirmamos que para v tal que v|x € Pi(K), K € K,
si es continua en los vértices internos, entonces v € C°(Q). Obviamente, es suficiente para mostrar
que v es continua a través de todos los bordes entre los elementos. Asi los triangulos K1, Ky € K},
comparten un borde comun e con los puntos finales my; y ma. Y el conjunto v; = v|g, € Pi(K;),
i = 1,2. Entonces la diferencia v; — v, definida sobre e se anula en m; y ms. Porque v; — vs es
lineal sobre e, se anula en todo el borde e. Por lo tanto v es continua en e y se prueba la afirmacion
de que v € C°(€2). Para un problema con una condicién de frontera esencial, esta condicién debe
ser incorporado en la definiciéon de Vj.






Capitulo

El Proyecto FEniCS

El Proyecto FEniCS es un proyecto de investigacion y software libre destinado a crear métodos
matematicos y software para el modelado matemaético computacional automatizado. Esto significa
crear software facil, intuitivo, eficiente y flexible para resolver ecuaciones diferenciales parciales
(EDPs) usando métodos de elementos finitos. FEniCS consta de varios bloques de construccion
(componentes de software) que juntos forman el software el proyecto FEniCS: DOLFIN, FFC,
FIAT, UFL, mshr entre otros.

3.1. Interfaz Python

Python ha surgido como una opcién atractiva para el rapido desarrollo de programas de simu-
lacion para la computacion cientifica. Es secion tomada para ilustracion de la tesis de Logg et al.
(2012). Python ofrece los beneficios de un lenguaje de programacion de alto nivel, la fuerza de
un lenguaje orientado a objetos y una gran cantidad de bibliotecas para el calculo numérico. La
mayor parte de la interfaz DOLFIN en Python se genera automéaticamente a partir de la interfaz
de C++. Dado que la funcionalidad tanto de C++ y las interfaces de Python se implementan
como parte de la biblioteca DOLFIN C++, DOLFIN es igualmente eficiente a través de C+-+
y las interfaces de Python para la mayoria de operaciones. En particular, la forma de lenguaje
UFL estéa perfectamente integrado en la interfaz de Python y la generacion de cédigo se maneja
automaticamente en tiempo de ejecucion.

3.2. Componentes que forman el proyecto FEniCS.
El proyecto FEniCS busca automatizar la resoluciéon de ecuaciones diferenciales, utilizando el

método de los elementos finitos. FEniCS proporciona una interfaz en Python para todos estos
paquetes, la mayoria escritos en Fortran o C++, y eso le da una sencillez de uso inigualable.

17
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La figura (3.1) presenta una vision general de las relaciones entre los componentes de FEniCS y

software externo.
Application —pm

Applications

Interfaces

Core components

’
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Figura 3.1: DOLFIN funciona como la interfaz de usuario principal de FEniCS y se encarga de la comunicacion
entre los diversos componentes de FEniCS y software externo.

En la siguiente figura (3.1) se presenta una vision general de las relaciones entre los componen-
tes de FEniCS y las bibliotecas externas. El esquema del software presentado en la figura muestra
una aplicacion de usuario que en este caso es el proyecto FEniCS implementada en la parte supe-
rior de la interfaz de usuario DOLFIN, desarrollada ya sea en C++ o en Python. Las aplicaciones
de usuario también pueden desarrollarse utilizando FEniCS Apps, que es una coleccién de solu-
cionadores implementadas en la parte superior de FEniCS/DOLFIN. DOLFIN a su vez funciona
como una interfaz de usuario y un componente central de FEniCS. Toda la comunicacién entre
un programa de usuario, y otros componentes basicos de FEniCS y las bibliotecas externas se
dirigen a través de capas de envoltura que se implementan como parte de la interfaz de usuario
de DOLFIN. En particular, las formas variacionales expresadas en el lenguaje de formulario UFL
(Codigo de ensamblaje unificado) se pasan al compilador de formularios FFC (Compilador para
formas variacionales de elementos finitos) o SFC (SFC traduce el codigo UFL al codigo UFC).
para generar el codigo UFC (interfaz de generacion de codigo de elementos finitos), que puede
ser usado por DOLFIN para ensambles lineales. En el caso de FFC, esta generacion de codigo



3.2. Componentes que forman el proyecto FEniCS. 19

depende del motor de elementos finitos FIAT (paquete de Python para la generacion automética
de funciones de base de elementos finitos), de la utilidad de recopilacién en tiempo real Instant
(es utilizado por FFC y DOLFIN para just-in-time (JIT) compilacion de formas variacionales y
expresiones) y de la opcion optima del motor de FErari (proporcionan una aceleracion modesta a
considerable en la evaluacion en tiempo de ejecucion de las formas variacionales). Por tltimo, las
capacidades para graficar proporcionadas por DOLFIN son implementadas por Viper (Viper es
un graficador cientifico minimalista y un mo6dulo de visualizacion en tiempo de ejecucion). Parte
de esta comunicacion esté expuesta a los usuarios de la interfaz DOLFIN C-++, que requiere que
un usuario genere explicitamente codigo UFC desde un archivo de formulario UFL llamando a
un compilador de formularios en la linea de comandos. DOLFIN también se basa en software
externo para funciones importantes como el algebra lineal. Las bibliotecas PETSc (conjunto de
herramientas portables y extensibles para computo cientifico), Trilinos, uBLAS, y las bibliotecas
de particion de malla ParMETIS y SCOTCH (Pellegrini).

En informética, una biblioteca es una coleccién de recursos utilizados por programas de compu-
tadora, a menudo para desarrollar software. Estos pueden incluir datos de configuraciéon, docu-
mentacion, datos de ayuda, plantillas de mensajes, codigo y subrutinas preescritas, clases, valores
o tipo especificaciones.

DOLFIN: Una biblioteca de elementos finitos

DOLFIN es una biblioteca de C-++ /Python que funciona como la interfaz de usuario principal
de FEniCS. Se proporciona una resolucién de problemas de medio ambiente para los modelos ba-
sados en ecuaciones diferenciales parciales. DOLFIN implementa estructuras de datos tales como
mallas, espacios de funciones y algoritmos de calculo intensivo tales como el ensamble de elementos
finitos y el refinamiento de malla, e interfaces con solucionadores de algebra lineal y estructuras
de datos como PETSc (the Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation), conjunto
de herramientas portables y extensibles para computo cientifico. Por tdltimo, las capacidades de
graficacion proporcionadas por DOLFIN son implementados por Viper (es un graficador cientifico
minimalista y un moédulo de visualizaciéon en tiempo de ejecucion. Viper tiene soporte para visua-
lizar mallas y soluciones en DOLFIN). DOLFIN también se basa en un software externo para las
funcionalidades importantes, tales como las bibliotecas de algebra lineal PETSc, Trilinos, uBLAS.
Una de las caracteristicas clave de FEniCS es que esta automatizado para la generacion de codigo
para la solucion general y eficiente de problemas variacionales de elementos finitos. Esta genera-
cion automatica de codigo se basa en un compilador para la compilacion de codigo en tiempo de
ejecucion.
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UFL (El lenguaje de formulario unificado)

UFL es un lenguaje especifico de dominio para la declaraciéon de discretizacion de elementos
finitos de las formas variacionales. Mas precisamente, se define una interfaz flexible para elegir
espacios de elementos finitos y la definicion de las expresiones de las formas débiles en una notacion
matematica.

SyFi: elementos finitos simbélicos y forma de compilacién

Paquete SyFi es una biblioteca de C++ construida sobre la biblioteca matemética simbolica
GiNaC. El nombre SyFi significa Elementos Finitos Simboélicos. El paquete proporciona dominios
poligonales, espacios polinomiales y grados de libertad como expresiones simbolicas que son facil-
mente manipulables. Esto facilita la definicion de elementos finitos y formas variacionales. Estos
elementos y formularios se utilizan para generar codigo C++ eficiente.

FFC (Compilador para formas variacionales de elementos fi-
nitos)

En términos simples, la solucién de los problemas variacionales de elementos finitos se basa en

dos principios: el ensamble de sistemas lineales o no lineales de ecuaciones y la solucién de esas
ecuaciones. En particular, una parte central de la mayoria de los c6digos de elementos finitos es el
conjunto de matrices dispersas de formas bilineales elemento finito. FFC toma como entrada una
forma variacional se especifica en el lenguaje de formas UFL y genera como salida codigo C++
que se ajusta a la interfaz de UFC.
La figura (3.2) nos dice que a partir de una entrada que describe un problema variacional de
elementos finitos en la notaciéon matematica, el compilador de formularios FFC genera codigo
para el céalculo eficiente, més especificamente, FFC toma como entrada una forma variacional
especificada en el lenguaje de formulario UFL y genera como salida un cédigo C-++ que se ajusta
a la interfaz UFC.

UFL UFC

—_— FFC ——

Figura 3.2: La forma compilador FFC genera co6digo C++ en formato UFC de una forma variacional de elementos
finitos dada en formato UFL.
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UFC: una interfaz de generacién de cédigo de elementos fini-
tos

UFC (Codigo de ensamblaje unificado) es un marco unificado para el ensamble de elementos
finitos. Se define una interfaz fija para la comunicacion de rutinas de bajo nivel (funciones) para
la evaluacion y el ensamble de las formas variacionales de elementos finitos. Un componente
central de FEniCS es la interfaz de UFC (Codigo unificado del formulario de ensamble). UFC es
una interfaz entre los componentes de problemas especificos y de uso general de programas de
elementos finitos. La interfaz de UFC se aplica a una amplia gama de problemas de elementos
finitos (incluyendo elementos finitos mixtos y métodos de Galerkin discontinuos) y puede ser
utilizado con las bibliotecas que difieren ampliamente en su diseno. La interfaz de UFC consiste en
un unico archivo cabeceras (ufc.h) que especifica una interfaz de C++ que debe ser implementado
por el codigo que cumpla con la especificacion de UFC.

FIAT

FIAT es un paquete de Python para la generacion automaética de funciones de base de elemen-
tos finitos. Trabaja principalmente en términos de algebra lineal numérica. Es capaz de generar
funciones de base de elementos finitos para una amplia gama de familias de elementos finitos en
simples (lineas, tridangulos y tetraedros), incluyendo los elementos de Lagrange, y los elementos
de Raviart-Thomas, Brezzi-Douglas-Marini y Nedelec. También es capaz de generar elementos
tensor-producto y un niimero de elementos méas exdticos, como los elementos Argyris, Hermite y
Morley.

Instant

Instant es un moédulo de Python que permite la expansion en linea instantanea de codigo C y
C+-+ en Python. Instant es utilizado por FFC y DOLFIN para just-in-time (JIT) compilacion de
formas variacionales y expresiones en tiempo de ejecucion.

FErari

En la mayoria de los casos, las optimizaciones basadas en FErari proporcionan una aceleracion
modesta a considerable en la evaluacion en tiempo de ejecucion de las formas variacionales. Puede
aumentar considerablemente el tiempo que FFC requiere para generar codigo y, por lo tanto, son
menos adecuados para una fase de desarrollo o una estrategia de compilacion just-in-time. Como
regla general, también se puede afirmar que la cuadratura se hace més eficiente en relaciéon con la
contraccion del tensor cuando la complejidad de una forma aumenta segiin se mide en el niimero de
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coeficientes y el niumero de operadores diferenciales, mientras que el enfoque tensor de contraccién
es relativamente mas eficiente para formas y polinomios de alto orden.

3.3. Ilustraciéon de un ejemplo del proyecto FEniCS 2016.1

Para la ilustracion de toda esta seccion se tomo del Tutorial Solving PDEs in Python The
FeniCS Tutorial 1. Capitulo 2 pag.11 Petter Langtangen y Logg (2016).
Al aplicar los métodos de elementos finitos para EDPs, lo fundamental debe ser resolver las
ecuaciones diferenciales.
Por tanto, se resuelve el siguiente problema de valor inicial y de frontera unidimensional:

—Viu(z) = f(z), =€, (3.1)

u(x) =up(x), x sobre 0N (3.2)

donde u = u(x) es la funcion desconocida, f = f(x) es una funcion prescrita, V? es el operador
Laplaciano, €2 es el dominio espacial y 0f2 es la frontera del dominio €.

En un espacio de dos dimensiones con coordenadas x y y podemos escribir esta misma ecuacion
como:

0*u  0%*u
—@—a—yQ:f(%y)- (3-3)

donde u es ahora la nueva funcion desconocida de dos variables, u = u(x,y), definido en un do-
minio espacial (£2) de dos dimensiones.

La ecuaciéon de Poisson surge en numerosos contextos fisicos, incluyendo conduccion de calor, elec-
trostatica, difusion de sustancias, torsion de barras elasticas, flujo de fluido no viscoso y ondas
de agua. Ademas, la ecuacion aparece en las estrategias de divisiéon numérica para sistemas mas
complicados de EDPs, en particular las ecuaciones de Navier-Stokes.

Resolver una EDPs tal como la ecuacion de Poisson en FEniCS consiste en los siguientes pasos:
Identificar el dominio para la implementacion computacional (€2), la EDPs, las condiciones de
frontera y los términos fuentes (f).

Discretizar (EDPs) como un problema variacional de elementos finitos.

Realizar la implementacion en Python que defina el dominio computacional, el problema variacio-
nal, las condiciones de frontera y los términos fuente.

Usar FEniCS para resolver la EDPs y, opcionalmente, extienda el programa para calcular canti-
dades derivadas tales como flujos y promedios, y visualice los resultados.

Formulacion variacional de elementos finitos

FEniCS se basa en el método de elementos finitos, que es una maquinaria matemaética general
y eficiente para la solucion numérica de EDPs. El punto de partida para los métodos de elementos
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finitos es un EDPs expresado en forma variacional. La receta basica para convertir un EDPs en
un problema variacional es multiplicar el EDPs por una funcién v, integrar la ecuacion resultante
sobre el dominio €2, y realizar la integraciéon por partes de términos con derivadas de segundo
orden. La funcién v por la cual multiplicamos la EDPs es llamada funcion de prueba. La funcion
desconocida u que se aproxima se denomina funcion de base. Las funciones de base y prueba
pertenecen a ciertos espacios de funciones que especifican las propiedades de las funciones. En el
presente caso, primero multiplicamos la ecuacion de Poisson por la funcion de prueba v (test) e
integramos sobre el dominio €2:

—/Q(VQU)vd:v:/vad:v (3.4)

Aqui dx denota el elemento diferencial para la integracion sobre el dominio 2. Posteriormente, ds
denotara el elemento diferencial para la integracion sobre el limite de €.

Una regla comiin cuando derivamos formulaciones variacionales es que tratamos de mantener
el orden de las derivadas de w y v lo méas bajo posible (esto ampliara la coleccion de elementos
finitos que se pueden usar en el problema). Aqui, tenemos una derivada espacial de segundo orden
de u, que puede transformarse en una primera derivada de u y v aplicando la técnica de integracion
por partes. La formula es

—/(Vzu)vdx:/Vu-Vvda:—/ @vds (3.5)
Q Q a0 On
ou

Aqui 3% = Vu - n es la derivada de u en direccion normal hacia afuera n sobre la frontera. Otra
caracteristica de las formulaciones variacionales es que se requiere que la funcién de prueba v se
anule en las partes de la frontera donde se conoce la solucion u. En el presente problema, esto
significa que v = 0 en toda la frontera 0f). Por lo tanto, el segundo término en el lado derecho de
la ecuacion (3.5) desaparece. De la ecuacion (3.4) y la ecuacion (3.5) se deduce que

/QVU -Vudx = /vadx (3.6)

Si se requiere que esta ecuacion se mantenga para todas las funciones de prueba v en algtin espacio
adecuado V, llamado espacio de prueba. Obtenemos un problema matemaético bien definido que
determina de manera tinica la soluciéon u que se encuentra en algin espacio de funciéon V', el llamado
espacio de prueba. Nos referimos a la ecuacion (3.6) como la forma débil o la forma variacional del
problema de valor de limite original las ecuaciones (3.1-3.2). La declaracién apropiada de nuestro
problema variacional ahora va como sigue: Encontrar u € V' tal que:

/ Vu - Vodr = / fode Yo eV (3.7)
Q Q

Los espacios de prueba y los espacios base V' y 1% presentados en el problema se definen como:

V={ve H(Q):v=up €},
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V={ve H(Q):v=0¢e 00},

En resumen, H'() es el espacio matematicamente bien conocido de Espacios de Sobolev que
contiene funciones v tales que v? y |Vv]2 tienen integrales finitas sobre (2. La soluciéon de la EDP
subyacente debe encontrarse en un espacio de funcién donde las derivadas son también continuas,
pero el espacio de Sobolev H'(2) permite funciones con derivadas discontinuas. El problema
variacional ecuacion (3.7) es un problema continuo: define la solucién u en el espacio funciones de
dimensién infinita V. El método de elementos finitos para la ecuaciéon de Poisson encuentra una
solucion aproximada del problema variacional ecuacion (3.7) reemplazando los espacios funcionales
de dimension infinita V' y 1% por un espacio de prueba y base de dimension finita discreto V), C V
y V, C V. El problema variacional discreto consiste: Encontrar uw, € V;, C V' tal que

/ Vuy, - Vodx = / fodz YveV,cCV. (3.8)
Q Q

Este problema variacional, junto con la definicién adecuada de los espacios de funciones V} y
Vi, definen de manera tnica nuestra soluciéon numérica aproximada de la ecuacién de Poisson,
ecuacion (3.1)

Forma Variacional Abstracta de Elementos Finitos

Resulta conveniente introducir la siguiente notacion candnica para los problemas variacionales:
Encontrar v € V' tal que X
a(u,v) = Lv) YveV (3.9)

para la ecuacion de Poisson, tenemos:

a(u,v) = /QVu - Vudz (3.10)

L(v) = /Q fode (3.11)

De la literatura matematica, a(u,v) es conocido como la forma bilineal y L(v) como la forma
lineal. En cada problema lineal que resolvamos, identificaremos los términos desconocido u y los
recogeremos en a(u,v), y similarmente recogemos los términos conocidos en L(v). Las formulas
que corresponden a a y L se codifican directamente en el programa. FEniCS proporciona toda la
notacion matematica necesaria para expresar el problema variacional a(u,v) = L(v).

Para resolver una EDP lineal en FEniCS, como la ecuaciéon de Poisson, se necesita realizar tan
s6lo dos pasos:

1. Elegir los espacios de elementos finitos V' y V, especificando el dominio (la malla) y el tipo
de espacio de funcion (grado polinomial y tipo).

2. Expresar la PDEs como un problema variacional (discreto): Encontrar u € V tal que
a(u,v) = L(v) para toda v € V.
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Estructura del programa

El listado del programa FEniCS define una malla de elementos finitos, un espacio de funciones
de elementos finitos V' sobre esta malla, las condiciones de frontera para u (la funcion up) y las
formas bilineal y lineal a(u,v) y L(v). Posteriormente, se calcula la funciéon de prueba desconocida
u. Entonces podemos comparar la solucién numérica y la exacta asi como visualizar la solucion
calculada u.

(Generacion de mallas

Una parte central de DOLFIN es su biblioteca de mallas. La biblioteca de mallas proporciona
estructuras de datos y algoritmos para mallas computacionales, incluyendo el calculo de conecti-
vidad de malla (relaciones de incidencia), el refinamiento de la malla, separacion de la malla y la
interseccion de la malla.

La creacion de una malla. DOLFIN proporciona funcionalidad para la creaciéon de mallas sim-
ples, tales como mallas de cuadrados unitarios y cubos unitarios, esferas, rectangulos y cajas.

mesh = UnitSquareMesh(8, 8)

Define una malla uniforme de elementos finitos sobre el cuadrado unitario [0, 1][0, 1]. La malla con-
siste en celdas, que son tridangulos en 2D con lados rectos.

La lectura de una malla a partir de archivos. Una aplicacion tipica tendré que leer desde el
archivo de una malla que se ha sido generada por un generador de malla externa. Para leer una
malla de archivo, simplemente suministrar el nombre del archivo al constructor de la clase de malla:

mesh = Mesh("mesh.xml")

Espacio de funciones de elementos finitos

Con una malla, podemos definir un espacio de funciéon de elementos finitos V' sobre esta malla:

V = FunctionSpace(mesh, "P", 1)

El segundo argumento "P", especifica el tipo de elemento, mientras que el tercer argumento es
el grado de las funciones de base del elemento. El tipo de elemento aqui es "P", lo que implica
la familia de elementos de Lagrange estandar. También puede utilizar "Lagrange"para especificar
este tipo de elemento. El tercer argumento 1 especifica el grado del elemento finito. En este caso,
el elemento Lagrange lineal P, estdndar, que es un triangulo con nodos en los tres vértices.

Definicion de las funciones de base y prueba

En matematicas, distinguimos entre los espacios de base y los espacios de prueba V y V.
La tnica diferencia en el problema actual son las condiciones de frontera. En FEniCS no es-
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pecificamos las condiciones de frontera como parte del espacio de funciones, por lo que basta
con trabajar con un espacio comun V para las funciones de prueba y de base en el programa:

u = TrialFunction(V)
v = TestFunction(V)

Definiendo las condiciones de frontera

El siguiente paso es especificar la condicion de frontera: u = up en 0f).
Esto es realizado por

bc = DirichletBC(V, up, boundary)

Donde up es una expresion que define los valores de la solucion en la frontera, y boundary es una
funcion (u objeto) que define qué puntos pertenecen a la frontera. La variable uD se refiere a un
objeto de expresion, que se utiliza para representar una funcién matematica.

La construccién tipica es

up = Expression(formula, degree=1)

donde formula es una cadena que contiene una expresion matemaéticas.
La funciéon boundary especifica qué puntos que pertenecen a la parte de la frontera donde debe
aplicarse la condiciéon de frontera:

def boundary(z, on boundary):
return on boundary

El término fuente

Antes de definir las formas bilineal y lineal a(u,v) y L(v) tenemos que especificar el término
fuente f:

f = Expression("6", degree=0)

Cuando f es constante sobre el dominio, f puede representarse més eficientemente como una cons-
tante:

f = Constant(-6)

Funciones

La clase de funcién representa a los elementos finitos es una funcién u en un espacio de ele-
mentos finitos V.
Creacion de funciones. Para crear una funcién en un espacio funcional, uno simplemente llama
al constructor de la clase de funciones con el espacio funcional como el argumento.

u = Function(V)

Si dos 0 mas s funcién se crean en el mismo espacio funcional, el espacio funcional es compartida
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entre las funciones. Una funcion se utiliza normalmente para mantener la solucién computarizada
para una ecuacién diferencial parcial.

El problema variacional

DOLFIN se basa en la cadena de herramientas FEniCS FIAT-UFL-FFC / SFC-UFC para
la evaluacion de las formas variacionales elemento finito. Formas variacionales expresadas en el
lenguaje de forma UFL se compilan utilizando una de las formas compiladores FFC o SFC, y el
codigo de UFC generada es utilizado por DOLFIN para evaluar (ensamblar) formas variacionales.
El lenguaje de formas UFL permite una amplia gama de formas variacionales que debe expresarse
en un lenguaje de cerca de la notacién matematica, como se ejemplifica por las siguientes expre-
siones definen las formas bilineales y formas lineales para la discretizacion de un problema:

a = inner(sigma(u), epsilon(v))*dx

L = dot(f, v)*dx

Ensamblaje de elementos finitos

Una funcionalidad basica de DOLFIN es el conjunto de formas variacionales elemento finito.
Dada una forma variacional (a), DOLFIN ensambla el operador discreto correspondiente (A). El
codigo siguiente muestra como montar un escalar (m), un vector (b) y una matriz (A) de un
funcional (M), una forma lineal (L) y una forma bilineal (a), respectivamente:

m = assemble(M)
= assemble(L)
A = assemble(a)

El conjunto de formas variacionales de la interfaz de Python autométicamente provoca la genera-
cion de codigo, el codigo generado se almacena en caché para su posterior reutilizacion.

Graficando la solucion

Una vez calculada la solucion, se puede visualizar mediante el comando plot:

plot(u)
plot(mesh)
interactive()

Formato DOLFIN XML. XML es el formato nativo de DOLFIN. Una ventaja de XML es que
es un formato robusto y legible. Si se comprimen los archivos, también hay poca sobrecarga en
términos de tamano de archivo en comparaciéon con un formato binario.
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El programa completo lo podemos ver a continuacion:

from dolfin import *

# Creamos la malla y los espacios de funciones
mesh = UnitSquare(6, 4)

V = FunctionSpace(mesh, "Lagrange", 1)

# Definimos las condiciones de frontera

u0 = Expression("1 + x[0]*x[0] + 2*x[1]*x[1]")
def uO_boundary(x, on_boundary):

return on_boundary

bc = DirichletBC(V, u0, uO_boundary)

#Se define el problema variacional

u= TrialFunction(V)
v= TestFunction(V)
= Constant (-6.0)
a= inner(nabla_grad(u), nabla_grad(v))*dx
L= fxv*dx

# Calculamos la solucidn
u = Function(V)

solve(a == L, u, bc)

# Graficamos la solucidén y la malla
plot(uw)

plot (mesh)

# Guardamos la solucidén con un archivo en formato VTK
file = File("poisson.pvd")

file << u

interactive()



Capitulo

Modelo Matematico

Vamos a derivar el modelo considerando las hipotesis generales, usando el enfoque sistemético
para la modelacion de sistemas continuos, derivaremos a continuacion las ecuaciones que consti-
tuyen el modelo matemaético de transporte a través de un medio poroso Diaz-Viera et al. (2015).
Tenemos que el modelo de transporte se le puede incorporar la hipotesis de que puede haber
adsorcion, y adveccion y difusion.

4.1.

Hipoétesis generales del modelo

Se consideran las siguientes hipotesis generales en el modelo.

1. Se tiene al menos una fase solida (s) y una fase fluida (f).

N

ST ol

Existe una componente ¢ disuelta en la fase fluida que puede ser transportada por procesos
de adveccion y de difusion.

La componente i se considera que no ocupa volumen en la fase sélida.
La superficie es energéticamente homogénea y las moléculas absorbidas no interacttan.
No hay transiciones de fase.

La componente i puede pasar de la fase fluida a la fase sélida y viceversa mediante procesos
de adsorcion (desorcion).

7. Todos los sitios de adsorciéon son equivalentes, y cada sitio puede ocupar una sola molécula.

8. La adsorcién es monocapa en la maxima adsorcion.

9. El estado inicial de la porosidad es constante (¢ = constante), pero se permite la variacion

10.

dinamica de la porosidad debido a los procesos de taponamiento/destaponamiento.

La permeabilidad inicial es constante y es la misma en todas las direcciones, pero se puede
modificar en funcion con la porosidad por los procesos (adsorcion/desorcion).

29
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4.2. Derivacion del modelo matematico

Aplicando y considerando las suposiciones establecidas en el modelo conceptual, podemos
obtener el sistema de ecuaciones que gobiernan para el modelo de transporte usando la formulacion
axiomatica previamente descrita para sistemas continuos Herrera y Pinder (2012)

4.3. Balance de masa de una componente ; en una fase fluida

(f)

La propiedad extensiva masa de una componente ¢ en una fase fluida f se puede expresar como
sigue:

Mi(t) = /B(t) ¢Sychdx (4.1)

donde ¢ es la porosidad del medio poroso, Sy es la saturaciéon de la fase fluida y c’]} es la con-
centracion de masa de la componente 7 en la fase fluida. A partir de la relacion entre propiedad
extensiva e intensiva dada en la ecuacion (4.1) se pueden escribir las ecuaciones de balance global
(4.2) y local (4.3) respectivamente.

Ecuacién de balance global

d . ) .
Mt = / gi(z, t)dz + / (@ t) - ndx (4.2)
dt B(#) 2B(#)

Ecuacion de balance local

0(¢Sscf) i i i
81{ Liv. (¢Sycyve) =g +V -1} (4.3)

se considera

» u; = ¢Syvy es la velocidad de Darcy para la fase fluida,
= )= ¢S fg; -V} es el flujo dispersivo de la componente i (Ley de Fick).

= g% = (9})ad + (g}7)a es el término fuente, que esta compuesto por:

1. (g;})ad es la adsorcion de la componente 7 en la fase soélida s.

2. (g;)g es un término fuente genérico diferente de la adsorcion.
Entonces, se obtiene la ecuacion de balance de masa de la componente i en la fase fluida (f)

A(pSgch)

5~ V(95D - Vep) + V- (uch) = (gf)aa + (9)o (4.4)
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4.4. Balance de masa de una componente i en la fase sélida
(s)
La propiedad extensiva masa de una componente 7 en una fase sélida s se puede expresar como
sigue:

Mi(t) = / (o)l (45)

donde ¢ es la concentracién de masa de la componente adsorbida i en la fase solida. A Partir
de la relacion entre propiedad extensiva e intensiva dada la ecuacion (4.5) se pueden escribir las
ecuaciones de balance global (4.6) y (4.7) respectivamente.

Ecuacion de balance global

iMﬁ(ﬂZ/ gi(z,t)dﬁ/ ' (a,t) - ndx (4.6)
dt B(t) OB(t)

ecuacion de balance local

o((1 — ¢)c)

Y - =g+ Vo (4.7
donde se considera
» v, =0 ya que la fase s6lida no se mueve.
» 7/ =0 ya que no hay dispersion en la fase solida.
» g\ = (g")aq es el término fuente, que se puede definir como la adsorcion de surfactante en la

fase solida.

Queda entonces la ecuacion de balance local de la masa para la componente i, en la fase sélida.

A9 — (g (19

4.5. Balance total de masa de la componente

Sumando las ecuaciones (4.4) y (4.8) y tomando en cuenta (g})eq = —(g%)ad, resulta:
0(¢Srcy + (1= ¢)ci) I
— — V(¢S5 D} - V) +V - (wych) = (g7)a (4.9)

Al desarrollar el término del tiempo de la ecuacion anterior (4.9), se tiene que

8(@56}03} + (1 —¢)c) 8cf Oc 1 et dck
5 = (¢Ss )—+—(¢5) =05 + 5

(1-9) (4.10)
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Aqui resulta conveniente expresar el término de la concentracién de la componente ¢ en la fase
solida en funcién de la concentracion en la fase fluida. Esto se puede hacer mediante la introduccion
de una isoterma de absorcion F, es decir esta relacion implica un equilibrio instantaneo entre la
concentracion en el solido y el liquido

é(ch) = prF(c)) (4.11)

Notese que se tiene que introducir la densidad aparente de la roca p,, a fin de que la concen-
tracion adsorbida quede referida con respecto al sitio donde el absorbato va a quedar adherido.
Entonces, al derivar la concentracion de la componente i en la fase solida respecto al tiempo resulta

ok dc, %

= 4.12
ot Oy ot ( )
Al recibir la ecuacion anterior mediante la funcion de la isoterma de adsorcion, se tiene
oc OF(ct) Oct
o, 20e) oG (4.13)

AT

En lo sucesivo se nombrara como H a la derivada parcial de la isoterma de adsorciéon con
respecto a la concentracion de la fase fluida, es decir

, IF(c%)
H(d) = —1 4.14
Por lo que podemos expresar la ecuacion (4.12) como sigue
oct . Och
5 = p.H(c,)—= 4.15
5 = riich) o, (4.15)

Finalmente la ecuacion (4.9) se puede escribir de la siguiente manera, siendo esta la ecuacion
que vamos a trabajar para el desarrollo del trabajo.

80’]} i i i i 80? OF p,
(655 + (1= O H| 5L 5 (9S40 - V) + V- () = () — $1(687) — 2821 — g)

(4.16)



Capitulo

Modelo Numérico

Para el desarrollo del modelo numérico adoptamos y replanteamos nuestra ecuacion de trans-
porte del capitulo anterior, para la discretizacion en el tiempo utilizamos el método de diferencias
finitas hacia atras, se aplicara el método de elementos finitos para la soluciéon de la ecuacion.

act . , . , ac OF p,
(657 + (1 = O)peH) 5L = V- (6SpD) - Ve + V- (uye)) = (g})a — 5L (68p) = 21 - 9)

Donde
R =[¢pS; + (1 — ¢)p,H], es el término de reaccion,

¢ = ¢, es la concentracion a calcular,
u = uy, es el vector velocidad,

D = ¢S fQ;, corresponde al tensor de dispersion hidrodinamica o término difusivo,
V - (uyc}), es el término advectivo,

a(¢S L .
r= (‘gtf ), el término de reaccion,

f=1(95)a— 8—1;;&(1 — ¢), siendo este el término fuente.

Quedando finalmente la ecuacion de la forma, siendo esta ecuacion mas general que la anterior
pues ya incluye el término de reaccion:

R%—V-(Q-Vo)vLV-(gc)—l—rc:f (5.1)

33
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5.1. Planteamiento del problema general

Para el desarrollo de la formulacion del modelo numérico consideremos el siguiente problema
con condiciones iniciales y condiciones de frontera:

Lyic=f, Y(z,t)e (5.2)
c(z,ty) = co(z), Vz e (5.3)
c=co(z,t), Yz edpQ y Vt>t (5.4)
n-(D-Ve—uc) =go(z,t), Yeze€onQ y Vt>t (5.5)
donde £, ;c es un operador parabolico general de segundo orden y se expresa como:
oc
Lg,tc:Ra—V~(2-V0)+V-(gc)+rc:f (5.6)

donde D es un tensor simétrico, positivo definido, acotado y suave a tramos en €2 de la forma

Dy Dz D3
D = | Doy Dyy D3 |, con Djj = Djj(z,t), u es el vector de la forma u = (uy,up,u3), con
D31 D3y D33

u; = u;(z,t), mientras que ¢ = c¢(z,t) y f = f(z,t). © es un dominio acotado con frontera 052, a
su vez la frontera estd formada por dos partes, una con condiciones de tipo Dirichlet 0pf2 y otra
con condiciones de tipo Neumann Oy(2, donde 99 = 9pQ U On 2, con Op2 N InQ = 0.

Resulta de utilidad considerar al operador parabdlico previamente definido como la suma de
dos operadores de la siguiente forma:

Jc
ot

donde R% es un operador diferencial en términos de la derivada del tiempo ¢, mientras que ELt
es un operador eliptico general de segundo orden y se define como

Lo1¢=R— + Ly (5.7)

Lyic=—V-(D-Ve)+ V- (uc)+re (5.8)

La derivacion matematica se encuentra en el apéndice E.

5.2. Modelo numérico ecuacioén transporte de una compo-
nente en un medio poroso en 2D

Como el método numérico a aplicar en este caso es el de elementos finitos, usualmente se
prefiere para los casos no estacionarios realizar una semidiscretizacion en el tiempo de la ecuacion
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diferencial. Aqui se usara por simplicidad y por razones de estabilidad un esquema de diferencias
finitas hacia atras para el término del tiempo:

a . c — Cnfl

donde " = ¢(z,t,), At, es el paso del tiempo, es decir At, =t, —t,_; conn=0,1,...,N.

Entonces, para un tiempo t¢,, dado podemos reescribir la ecuaciéon como sigue:
1

n __ ,.n—
LC'—cC

At,
con D" = D(z,t,), u" = u(z,t,), " = c(x,t,), R" = R(z,t,) y f"(z,1).

R =V-(D"-Vc") =V (u"c")—r"c" + f" (5.10)

Si multiplicamos ambos miembros por At,, resulta:
R ("= ") = At, (V- (D" - V) = V- (W) — "¢ + f7) (5.11)
R"¢" — R"¢" ' = At,,V - (D" - V") = AtV - (u"c") = Atre” + Aty f" (5.12)
Reacomodando términos tenemos:
R'c" — At,V - (D" - Vc") + AtV - (u"c") + At,r"c" = R "'+ At, f" (5.13)

Si multiplicamos por una funcién de peso w e integramos en € resulta:

/ (R"c" — AtV - (D" - V" — u"c" + At,r"c"wdz = / (R"" ™ + At ff)ywdz (5.14)
Q - Q

de aqui:

/ R'c"wdx — Atn/ V- (D" -V —u"c")wdz
Q Q -

Atn/ r"c"wdr = /(R”c”l + At, fMwdz (5.15)
Q Q
Aplicando el teorema de la divergencia obtenemos:

_/V(ancn_uncn)wdg_/vw(ancn_gncn)dx
Q — p—

0 o

—/ w(D" -V —u"c") - ndx (5.16)
o0

Aplicando las condiciones de frontera obtenemos:
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+/ w(D" - V" —u"c") - ndx (5.17)
oNQ
/ w(D" - V" —u"c") - ndx = / wghdx (5.18)
o 1Y)
La formulaciéon variacional resulta de la siguiente manera:
/ R"c"wdx + Atn/ Vw- (D" - V" —u"c")dz — Atn/ wgsdz
Q Q — ONQ
+At, / r*cwdz = /(R"c”1 + At, fM)wdz (5.19)
Q Q

El resultado de la forma débil o variacional es conveniente reescribirlo en su notacion estandar

a(c,w) = L(w) (5.20)

donde a(c,w) se le conoce como forma bilineal y L(w) se conoce como forma lineal en la
literatura matemética. De aqui podemos escribir la siguiente notacién en forma bilineal y lineal:

a(e,w) = / R"c"wdzx + Atn/ Vw- (D" - V" —u"c")dz + Atn/ r'c"wdz (5.21)
Q Q - Q

Q ONS2

La formulacion variacional discreta para el método de elementos finitos, se expresa como:
Encontrar u, € V;, C V tal que

a(up, wy) = L(wy) Ywy, € V,CV (5.23)

donde

V={ve HY(Q):v=uy en 0JpQ} es el espacio de las funciones de prueba,
V={veHY(Q):v=0 en 0pf} es el espacio de las funciones de base y
H?' es el espacios de Sobolev.
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Modelo Computacional

La implementacion computacional de este trabajo se realiz6 en el proyecto FEniCS 2016.1
que es una biblioteca de codigo abierto bajo la plataforma de Python 2.7, se uso la el software
editor interprete de Spyder (Scientific Python Development Environment), (Entorno de Desarrollo
Cientifico de Python). El trabajo se fue realizado en el sistema operativo Ubuntu Linux, en una
computadora Acer de 64 bits, con una memoria RAM de 4 GB y 1 GB de DD.

Vamos a mostrar el modelo computacional considerando las hipotesis generales, discretizacion de
la malla y del dominio, condiciones de frontera y su implementaciéon en un cédigo computacional.

6.1. Bibliotecas utilizadas

Vamos mostrar las bibliotecas més utilizadas en la parte computacional del trabajo y que
ademé&s son necesarias para poder implementar la soluciéon computacional.

from fenics import x*

from mshr import *

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

6.2. Geometria

6.2.1. Dominio

El dominio de definicién de nuestro modelo computacional es un rectangulo en posicion vertical
que equivale, una secciéon en 2D de un cilindro en 3D, con longitud [ y ancho d, siendo esté
en la implementacién computacional lo tomamos de la siguiente manera, Q) = [xmin, ymin| X
[xmax, ymaz], quedando en el codigo de la siguiente manera:

37
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ymax |

ymin!
xmin

Xmax

Figura 6.1: Ejemplo del dominio de definicion del modelo computacional en 2D para nuestra ecuaciéon, donde
1=0.08myd=0.038 m.

1=0.08 # core length L=0.08 [m]

d=0.038 # core diameter d=0.038 [m]

r=d/2 # core radius

xmin=0.

xmax=d

ymin=0.

ymax=1

domain = Rectangle(dolfin.Point(xmin, ymin), dolfin.Point(xmax, ymax))

6.2.2. Mallado

A continuacién se muestra el mallado del dominio:

# Creating a mesh generator object gives access to parameters of the
generator = CSGCGALMeshGenerator2D()
generator.parameters["cell_size"] = 0.25
generator.parameters["mesh_resolution"] = 30.0
generator.parameters["edge_truncate_tolerance"] = -1.0
generator.parameters["triangle_shape_bound"] = 0.125

# Generate and plot mesh

mesh = generate_mesh(domain, 64)

plot(mesh, "2D mesh")

interactive()
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6.2.3. Espacios de funciones:

fs_order = 1 # function space order
V = FunctionSpace(mesh, ’Lagrange’, fs_order)

Para crear los espacios de funciones necesitamos la malla (mesh), los espacios de polinomios que
en éste caso estamos utilizando polinomios de Lagrange y el grado del polinomio, que para nuestro
trabajo utilizamos el polinomio de grado 1.

6.2.4. Fronteras

Mostraremos la figura con sus respectivas condiciones de frontera que se utilizan en el problema.
Las condiciones de frontera se colocaron en base a la numeracién como se muestra en la figura
(6.2) y se utilizaran de la siguiente manera:

1. Para la frontera ntmero (1) se utiliz6 una condicién de frontera tipo Dirichlet, con una
inyeccion de ¢ = constante.

2. Para la frontera (2) y (4) se utilizara condiciones de frontera tipo Neumann, ya que son
fronteras de no flujo es decir n. - (D - Vu — bu) = 0.

3. Para la frontera (3) también utilizaremos una condicion tipo Neumann donde la derivada
normal sea igual a cero, ya que esa frontera seréd la salida del flujo % = 0. Aqui el flujo

dispersivo es cero, pues ya no hay medio poroso en el exterior.

ymax;

ymin RPN
xmin xmax

Figura 6.2: Condiciones de frontera
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La cual su implementaciéon computacional se ve como sigue:

#Boundary condition at the bottom
class BottomBoundary(SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
tol = 1E-14 # tolerance for coordinate comparisons
return on_boundary and abs(x[1] - ymin) < tol

Gamma_1 = BottomBoundary ()
Gamma_1.mark(boundary_parts, 1)

#If Dirichlet condition
c_B = Constant(c_in)
bc1=DirichletBC(V, c_B, boundary_parts, 1)

#Boundary condition at the right
class RightBoundary(SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
tol = 1E-14 # tolerance for coordinate comparisons
return on_boundary and abs(x[0] - xmax) < tol
Gamma_2 = RightBoundary ()
Gamma_2.mark(boundary_parts, 2)

#Boundary condition at the top
class TopBoundary(SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
tol = 1E-14 # tolerance for coordinate comparisons
return on_boundary and abs(x[1] - ymax) < tol

Gamma_3 = TopBoundary ()
Gamma_3.mark(boundary_parts, 3)
#Boundary condition at the left
class LeftBoundary(SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
tol = 1E-14 # tolerance for coordinate comparisons
return on_boundary and abs(x[0] - xmin) < tol

Gamma_4 = LeftBoundary()
Gamma_4 .mark (boundary_parts, 4)
bcs = [bel]
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6.2.5. Condiciones iniciales

La implementacion de las condiciones iniciales se muestran a continuacion:

Expression(’cO + t’,c0=c0,t=t_0, degree=1)
project(c_0, V)

c_0
c_1

6.2.6. La formulacion variacional

# Variational forms and problem

a = R¥cxwxdx + dt*inner(nabla_grad(w), dot(D,nabla_grad(c))-u*c)*dx \
+ dt*u_y*cxwxds(3)

L = (Rkc_1 + dtxq_c)*wxdx #- dt*g_in*w*ds(1)

Donde a es la forma bilineal y L es la forma lineal de la discretizacion variacional con elementos
finitos de la ecuacién de transporte.

6.2.7. Graficas de la soluciéon

xlab=’y-coordinate [m]’

ylab="C [ppm]’

nt=NT

nx=NY

X_section=y_section
y_time=cy_time

X_sec_min=ymin

X_sec_max=ymax

fig_title=’conc vs time’
legend=False

XYplot_profiles(nt, time, y_time, x_sec_min, x_sec_max,
nx, xlab, ylab, fig_title, legend)

xlab="Time [s]’

ylab="C [ppm]’

xmin=t_0

xmax=t_N

symbol_color=’r-’

XYplot(time, c_t_in, xmin, xmax, xlab, ylab, symbol_color)
XYplot(time, c_t_out, xmin, xmax, xlab, ylab, symbol_color)

El co6digo completo se puede ver el en apéndice F.






Capitulo

Validacion del Modelo

7.1. Problema de inyeccién tipo escaléon

Para la validacion se utilizo el problema de inyecciéon de un escalén, se tomaron los datos
del articulo Van Genuchten y Alves (1982) quienes listan una serie de soluciones a la ecuacion
unidimensional de trasporte convectivo-dispersivo de solutos, la cual se tomo del articulo de la
pag. 11 siendo la ecuacion A3. y la comparacion con las graficas del cédigo hecho con el software
proyecto FEniCS 2016.1 bajo la plataforma de Python 2.7. Este trabajo se realizd con la ecua-
cién de transporte en una componente en un medio poroso en 2D. Con condiciones de frontera
tipo Neumann, y una condicion de frontera tipo Dirichlet (inyeccion constante) y un dominio en
Q=|xmin,ymin|x|xmax, ymax]|. Se utilizo la discretizacion con el método de elemento finito para
pasar la ecuaciéon a su forma variacional, de donde se obtuvo la forma bilineal y lineal, para la
discretizacion en el tiempo se utilizé el método de diferencias finitas hacia atras por ser el mas es-
table. Las caracteristicas de la malla que se utilizé es un rectangulo con las siguientes dimensiones
tienen una longitud de [ = 0.08, un ancho de d = 0.038.

Datos utilizados en el problema:

CO = 1326.2 mmol/L | Concentracion inicial
Ciny = 13.26 mmol/L | Concentraciéon de inyeccion
L= 0.08 m Longitud del nicleo

VO= 2.58FE -7 m/s | velocidad
D= 2.0648FE —7 m?/s | Coeficiente de difusion

tp= 500000 S Duracion periodo de inyeccion

Concentracion evaluada en z = 0.08m t € [0 — 400000] s.

43
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Ecuacién de inyeccién tipo escaléon

La validacién se realizoé con la ecuaciéon de transporte en una componente en 2D.
Ecuacion de transporte de inyeccion tipo escalon:

0
D)+ 9 A, - DL} =0 )
1. Condicion inicial:
c(z,tg) =0 (7.2)
2. Frontera de entrada (1):
o (2,0) = {cwmy para to <t < tiny

0 para t > tin,

3. Frontera de salida (3):
adt,
—8; (L,to) =0 (7.3)

donde L es el tamano de la columna.
4. Condiciones sin flujo para las otras fronteras (2) y (4).

A continuacion mostramos las graficas obtenidas en el articulo de Van Genuchtten y W. J. Alves, para la
ecuacion de transporte tipo escalon. Siendo el resultado de la soluciéon analitica la siguiente:

%) . B 24 ﬁant
Az, t) =1— Z 2B, sin(77) expl3p — 1pr — PrR)

82, + (35) + 35]

(7.4)

m=1

1400 ‘ ‘Concen‘tramon‘ C_t_ouF [ppm]‘

T
m.x’ ; : ; : . | * = Sol. analitica

1200

ppm]
S
3

I 800

Concentration C_t out [
B (o)}
o o
o o

2000

0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000
Time[s]

Figura 7.1: Grafica de la solucién analitica de la concentracion contra el tiempo en el problema de inyeccion tipo
escalon a la salida.
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7.2. Implementacion computacional

Una vez que se ha establecido el procedimiento numérico para la solucién del modelo matemaético, se requiere
su implementacién computacional.

Geometria de la malla.

Ahora podemos ver los resultado obtenidos con el software Proyecto FEniCS 2016.1 en el lenguaje de progra-
macién Python.

Dominio

El dominio del modelo computacional es un rectangulo en posiciéon vertical con longitud [ y ancho d, donde
Q = [xmin, ymin] x [xmaz, ymaz] ver figura (a).

Mallado

El mallado del dominio utilizado en el modelo computacional ver figura (b):

ymax |

ymin|

xmin Xmax

(a) (b)

Figura 7.2: (a) Ejemplo del dominio de definicion del modelo computacional en 2D para nuestra ecuacion, donde

{=0.08myd=0.038 m.
(b) Mallado en 2D con tridngulos, la malla se compone con 440 vértices y 720 celdas ordenadas.
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Condiciones de Fronteras

Mostraremos la figura con sus respectivas condiciones de frontera que se utilizan en el problema. Las condiciones
de frontera se colocaron en base a la numeracion dada en la figura (7.3), que se utilizaran de la siguiente manera:

1. Para la frontera ntmero (1) se utiliz6 una condicion de frontera tipo Dirichlet, con una inyeccion de ¢ =
constante.

2. Para la frontera (2) y (4) se utilizara condiciones de frontera tipo Neumann, ya que son fronteras de no flujo
es decir n- (D - Vu — bu) = 0.

3. Para la frontera (3) también utilizaremos una condicion tipo Neumann donde la derivada normal sea igual
a cero, ya que esa frontera seré la salida del flujo % = 0. Aqui el flujo dispersivo es cero, pues ya no hay

medio poroso en el exterior.

Figura 7.3: Condiciones de frontera
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Datos del problema.

Mostraremos los datos utilizados en el programa:

Datos utilizados en el problema:

Término de adsorciéon, R =

Velocidad de inyeccién, u-in =

Velocidad de Darcy en la direccion x, u-x =
Velocidad de Darcy en la direccién y, u-y =
Coeficiente de dispersion longitudinal, alfa-L =
Coeficiente de dispersion transversal, alfa-T =
Dxx =

Término de la fuente, q-c =

Concentracion inicial, c0 =

Concentracion inyectada, c-in =

1
2.5810e — 07 [m/s]
0 [m/s]
2.5810e — 07 [m/s]
0.08 [m]

0 [m]
2.0648¢e — 08 [m2/s]
0 [ppm/s|
1326.2 [ppm|
13.262 [ppm]

Informacién del Tiempo:

Tiempo inicial, t-0 = 0[s]
Tiempo final, t-N = 400000 [s]
Paso de tiempo, dt = 500][s]
Niamero de pasos de tiempo, NT = 160

Ahora mostraremos las resultados de graficar con el programa del Proyecto FEniCS 2016.1.

Injection Concentration, c_t_out

1400

1200

1000

[ppm]

800

600

Concentration C_t_out

400

0 L L L L L L L
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000

Time [s]
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Figura 7.4: Grafica de la concentracion contra el tiempo del problema inyeccion tipo escalon realizado con el codigo

en el Proyecto FEniCS 2016.1:
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Graficando los datos del problema de Van Genuchten y W. J. Alves y las soluciones obtenidas con el proyecto
FEniCS 2016.1 podemos ver que las graficas son similares.

C_t_out Vs Datos analiticos

1400

—  FEniCS
* x Sol. analitica

1200} R P D D B b

ppm]
=
o
oS
S
T

800 |-

600

400 -

Concentration C_t out [

200 |

I I I I I I |
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000
Time [s]

Figura 7.5: Grafica de las comparaciones a las salidas de las concentraciones, la linea roja representa los datos en
proyecto FEniCS 2016.1, la linea de estrellas los datos en COMSOL Multiphysics®.

Discusién de resultados: Observando la figura (7.5) vemos que en cada caso donde se obtuvieron las concen-
traciones a la salida tanto en la simulacién con el proyecto FEniCS linea roja continua, como con la obtenida con
la solucién analitica denotadas por las estrellas, se puede ver que los resultados obtenidos en el proyecto FEniCS,
con los expuestos en el articulo muestran mucha congruencia, ya que las graficas de la concentracion practicamente
una esta encima de la otra. El error relativo que se obtuvo en la realizacion de la validaciéon del problema fue de
3.8729¢ — 05, cualitativamente son iguales y con el error que se obtuvo podemos decir que la validacion del problema
es satisfactorio.
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7.3. Numero de Péclet

El ntimero de Péclet es de gran importancia en la soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales parciales en
problemas de adveccion-difusiéon, en donde existen dificultades cuando se presenta casos de adveccion dominante
sobre la difusion .

Este nimero adimensional lo vamos abordar de dos formas de manera global y local:

= Nuamero de Péclet global: Es el analisis del dominio (longitud total) donde se encuentra definida la
ecuacion.

Se define como:

P =~ L (7.5)

donde L es el tamano del dominio.
El namero de Péclet mide la dominancia del término advectivo u sobre el difusivo D.
= Numero de Péclet local. Analiza los subintervalos de la particién del dominio.

Se define como:

donde h es el tamano del subintervalo de la particion del dominio.

7.3.1. Andlisis numérico de la difusion usando el Niimero de Péclet

El namero de Péclet se define a partir del término advectivo, difusivo y longitud del intervalo a analizar. La
relevancia del nimero de Péclet, es que a través de él, se puede hacer un analisis de la relacion que existe entre los
términos advectivo y difusivo. Para analizar la solucién obtenida con el método de elemento finito, y la solucion
obtenida de manera analitica de la ecuaciéon diferencial parcial. Los métodos numéricos para hallar la solucién de
la ecuacion se basan fundamentalmente en discretizar el dominio, y es aqui donde el namero de Péclet local esta
involucrado, es decir al obtener la solucion de nuestro problema de interés; nuestro mayor interés esta enfocado en
saber cuél es la mejor aproximacion numeérica a la solucion analitica, y con la relaciéon que existe entre los métodos
numeéricos y el namero de Péclet Rosas-Medina y Herrera (2005).
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Graficas con diferentes Niimero de Péclet Local.

Casos con el mismo el mismo nimero de Péclet global P, = 100

a) Pop, = 215 hypge = 0.07
b) P., = 11 Bpay = 0.009
¢) Po = 5.5 hypaz = 0.004
d) P.p, = 3.7 hypaz = 0.001

1600
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Figura 7.6: Graficas con diferentes numeros de Péclet

Dado un nimero de Péclet global y modificando el nimero de Péclet local y refinando la malla para diferentes
casos como podemos observar en las figura (7.6). La figura del inciso (a) muestra oscilaciones espurias de la
solucién que propoga a diferentes velocidades de la velocidad real mostrando el salto de la concentraciéon en la
grafica, disminuyendo el nimero de Péclet y refinando la malla para el inciso (b) las osilaciones en la solucion va
disminuyendo y asi sucesivamente como vamos disminuyendo el niimero de Péclet y refinando la malla la solucion
se va suavizando lo cual podemos ver en el inciso (d). Este fenémeno se da cuando tenemos frentes abruptos o
gradientes muy pronunciados. En resumen al disminuir el nimero de Péclet y disminuir el Az lo que hacemos es

hacer que la velocidad se mantenga lo mas suave posible.
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Caso de Estudio I

8.1. Inyeccion de un pulso de trazador inerte.

Se realiza experimento de inyeccién de un trazador inerte para caracterizar el coeficiente de dispersiéon asociado
con el medio poroso de interés. Dada la dependencia de este coeficiente con la velocidad del fluido, se recomienda
realizar varias pruebas a diferentes tasas de inyeccion Diaz-Viera y Moctezuma-Berthier (2012).

8.2. Supuestos del caso de estudio

Realizamos experimentos para investigar las propiedades de dispersién de uno de los medios porosos de nuestro
interés arenisca Berea (ver Apéndice A). Empleamos un nucleo de 14.18 e¢m de largo, con un didmetro interno de
10.16 c¢m, porosidad de 0.19575. El ntucleo se coloca verticalmente y se inyecta por el extremo inferior agua hasta
asegurar una saturacion total de agua al antes de inyectar el trazador. Se elige una condicion de frontera tipo pulso
para el experimento. El pulso se obtiene remplazando el flujo de agua por el trazador (una solucion de cloruro de
sodio a 1 g/L, equivalente a 617 mg/L de i6n cloruro) durante 3.16 horas. La tasa de inyeccion del trazador fue de
100 ml/h. Se toman muestras cada 6 minutos del efluente. Los datos Utilizados los podemos ver en la tabla (8.1).

Propiedad (Simbolo) Valor [Unidad]|
Porosidad (¢) 0.1957
Tasa de inyeccion () 1.7512e — 5 [m/s]
Coeficiente de dispersion del cloruro (D) 3e — 6 [m?/s]
Longitud del ntcleo (zr) 0.1418 [m]

Tabla 8.1: Parametros para el problema de inyeccion NaCl de un trazador a través de un ntcleo de arenisca Berea.

o1
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8.3. Modelo matematico

Para modelar las curvas efluentes del trazador inerte, la ecuacion de transporte que se utilizo fue:
Ecuacion de transporte de trazador inerte:

2 (66) + V- (e, — 9D, Vel } = 0 (8.1)

Condicion inicial:
¢k (to) =0 (8:2)

Condiciones de frontera de entrada (1):

Dt act, to_ t
- w87 + Uy Cyy = uwcwiny (83)
donde

o Jeun, paraty <t<ti,

Winy 0 para t > tiny

es decir vale 617 mg/L durante el tiempo de inyeccion y luego se anula.
Condiciones de frontera de salida (3):

act,
— =0 8.4
5 (8.4)
Condiciones sin flujo para las otras fronteras (2) y (4).
Como el medio poroso esta completamente saturado con agua, por lo que la S,, = 1, ademaés se supone que el medio

poroso es isotropico y homogéneo, por lo que el tensor de dispersion hidrodinamico se simplifica a una constante
-D' =-D! 1

=w =

8.4. Implementaciéon computacional

Una vez que se ha establecido el procedimiento numérico para la solucién del modelo matemaético, se requiere
su implementacién computacional.

8.4.1. Geometria de la malla

La implementaciéon computacional del modelo de transporte también se llevd a cabo en software proyecto
FEniCS 2016.1.

Dominio

El dominio del modelo computacional en 2D es un rectangulo en posicién vertical con las siguientes dimensio-
nes:

Longitud [ = 0.1418m
ancho d = 0.1016m
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Figura 8.1: La discretizacion de la malla para la solucién numérica, esta formada por 5031 vértices 9796 elementos
triangulares. Peclet Local maximo = 0.0080, hmax = 0.0027

Mallado

8.4.2. Condiciones de fronteras

Mostraremos la figura con sus respectivas condiciones de frontera que se utilizan en el problema. Las condiciones
de frontera se colocaron en base a la numeracion dada en la (figura 7.3) que se utilizaran de la siguiente manera:

1. Para la frontera ntumero (1) se utiliz6 una condicién de frontera tipo Dirichlet, con una inyeccion de ¢ =
constante.

2. Para la frontera (2) y (4) se utilizara condiciones de frontera tipo Neumann, ya que son fronteras de no flujo
es decir n - (D - Vu — bu) = 0.

3. Para la frontera (3) también utilizaremos una condicién tipo Neumann donde la derivada normal sea igual

a cero, ya que esa frontera sera la salida del flujo ngL = 0. Aqui el flujo dispersivo es cero, pues ya no hay
medio poroso en el exterior.



54 Capitulo 8. Caso de Estudio I

Concentration Cl_t_in
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Figura 8.2: Concentracion de inyeccion de entrada en el experimento.

La figura (8.2) se muestra la concentracion en la entrada del nicleo del experimento del pulso de inyeccion tipo
escalon, hasta alcanzar su punto maximo, luego se mantiene estacionario hasta llegar a las 2.7 horas cae hasta cero
y se mantiene estacionario.
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Figura 8.3: Ajuste de la solucién numérica con el experimento. Con un error maximo = 3.8729¢ — 05

En la figura (8.3) se muestra la concentracion a la salida del nicleo del experimento del pulso de inyeccion
tipo escalén, podemos observar los datos del experimento comparados con la solucién numérica, los datos del
experimento se muestran con las estrellas de color azul, y los resultados de la simulacién se muestran con la linea
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roja continua, aqui se muestra un ajuste manual tomando en consideraciéon un valor del coeficiente de dispersion
de D!, = 3 m?/s, la idea fundamental es el ajuste de la concentraciéon maxima y los valores de ajuste alrededor
del pulso los iniciales y los de la caida, no asi el comportamiento final de la cola, El objetivo no es buscar el mejor
ajuste, si no que la solucién numérica cualitativamente reproduce el comportamiento de los datos experimentales.

Dist. espacio-temporal, Cl
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Figura 8.4: Distribucion espacio-temporal del ion Cl~ a lo largo del nicleo.

Adicionalmente, en la figura (8.4) se puede observar la evolucion de la concentracion a lo largo del nicleo
en el espacio y en el tiempo de las curvas de concentraciéon de la sal de cloruro de sodio para algunos tiempos
seleccionados (en segundos), se puede ver como en la curvas de la concentracion inicia con la que fue inyectada en
el tiempo inicial y va decayendo con el paso del tiempo y cuando se produce el tiempo del salto, vemos como decae
hasta que se vuelve estacionario, el espaciamiento de cada efluente es de 6 segundo en un tiempo total de 7 horas.

8.4.3. Discusion de resultados

En este experimento se analiza el transporte de un trazador inerte a través de un ntucleo de arenisca Berea.
En la tabla (8.1) se muestran los datos medidos de la concentracion de ion cloruro de sodio a la salida del sistema
poroso, en funcién del tiempo. Asi como el resultado de la simulaciéon numérica correspondiente, ajustando un valor
de DI = 3 m?/s para el coeficiente de dispersion hidrodindmica a estas condiciones del experimento, se muestran
tres figuras que se realizaron con el proyecto FeniCS en la simulacion del experimento, la figura (8.2) se muestra
inyeccion inicial de la concentracion al inicio del nucleo, en la figura (8.3) podemos ver la concentracion de salida
al final del nucleo y también el ajuste con los datos experimentales, por ultimo la figura (8.4) muestra la curvas de
concentracion del efluente del i6n de cloruro del caso de estudio tipo escalon.






Capitulo

Caso de Estudio II

Se presenta un modelo transporte que se implement6 utilizando el método de elementos finitos en el entorno
proyecto FEniCS 2016.1, para simular, analizar e interpretar numéricamente los procesos de transporte multi-
componente en medios porosos a escala de nicleo. El modelo de transporte se realiz6 en una sola fase (agua) y
tres componentes (organismos planctonicos, microorganismos sésiles y nutrientes). Este modelo incluye fenémenos
fisico-quimico-biolégicos tales como adveccion, difusion, dispersion, adsorcion, desorcion, crecimiento y decaimiento
de microorganismos.

9.1. Proceso de taponamiento/destaponamiento por micro-
organismos

En este caso de estudio se inyectan de manera simultanea y continua microorganismos y nutrientes a un nicleo
de arenisca de Berea. A través de la fase agua durante 24 horas hasta que se alcanza el estado estacionario. El
objetivo es evaluar el efecto de la porosidad y la permeabilidad debido al proceso de taponamiento/destapona-
miento producido por el crecimiento microbiano. Los datos utilizados en el experimento son tomados Diaz-Viera y
Moctezuma-Berthier (2012).

9.2. Supuestos generales del modelo:

1. Existen dos fases: una fase de roca sélida (s) yuna fase de agua fluida (w)
2. Hay cuatro componentes: agua (w) solo en la fase agua, microorganismos (m) repartidos entre la fase agua
(planctonicos) y la fase biopelicula (sésiles), y nutrientes (n) también repartidos entre la fase agua (fluyentes).

3. El medio poroso es isotrépico y estda completamente saturado de agua (Vi = Vporoso) tal que, Sy, = 1, ya
que
V oroso
p=-L 9.1
V;&otal ( )

es la porosidad del medio (fraccion de volumen poroso en el volumen total) y

Vi

V[)O’I'OS()

S = (9.2)

es la saturacion del agua en el medio (fraccion de volumen ocupado por el agua en el volumen poroso).
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Se considera que el flujo de los microorganismos y nutrientes siguen la ley de Fick:
T = ¢Sw£;yu -Vel,, v =m,n, donde

(D)iy = (ar)lulds; + ((a}) — (o)) 22 4 7(Dyy )2 65 9.3)

|, |

donde la ecuacion (9.3) es el tensor de dispersion hidrodindmica, («)7, v («)7, son los coeficientes de disper-
sividad mecanica transversal y longitudinal, respectivamente d;; es la funcion delta de Kronecker, 7 < 1 es
la tortuosidad y (D)2, es la difusién molecular.

La roca (matriz porosa) y los fluidos son incompresibles.

El medio poroso esté totalmente saturado, es decir, el volumen poroso esta completamente lleno.

Las fases fluidas permanecen separadas dentro de los poros.

Todas las fases estan en equilibrio termodinémico.

El medio poroso se considera homogéneo e isotropico, lo que significa que sus propiedades son invariantes
con ubicacién y tamano, y direccién independiente, respectivamente. En particular, en el estado inicial la
porosidad es constante (¢ = constante) y su permeabilidad es la misma en todas las direcciones (k = kI),
pero se permite la porosidad dinamica y la variacion de permeabilidad debido a los procesos de taponamien-
to/destaponamiento (adsorcion/desorcion).

Los microorganismos y los nutriente interactian biolégicamente entre si, ya que tienen una cinética de

crecimiento tipo Monod

Cn

S G 9.4
p=p (Km/nJng) (9.4)

donde fimaz s la tasa de crecimiento especifico maxima, K, /, es la constante de afinidad de los microor-
ganismos por los nutrientes , c], es la concentraciéon de nutrientes en el agua.
Se utilizan modelos de decaimiento lineal para microorganismos tanto plancténicos como sésiles. Y se ex-
presan por

kapSycly (9.5)

kapy'o (9.6)

respectivamente, donde kg es la tasa de decaimiento especifico de las células y suponemos que es la misma
para ambas fracciones de microorganismos, p;* es la densidad de los microorganismos, o es la fracciéon de
volumen poroso ocupado por microorganismos y c;; es la concentracién de microorganismos plancténicos.
Los microorganismos forman una biopelicula. Con una adsorcién quasilineal Corapcioglu Yavuz y Haridas
(1984) y se utilizan procesos de desorcion limitada irreversibles Lappan y Fogler (1996). Los términos de
adsorcion y desorcion empleados son

ky' dSycy (9.7

k' py' (o = oirr) (9.8)

respectivamente. Aqui k" y k" Son los correspondientes coeficientes de adsorcion y desorcion, y oip, €s
la concentracién minima de células sésiles, que nos dice las células que estan irreversiblemente adsorbidas
dentro de la fase.

No existe ningtn tipo de discontinuidad en el sistema (no hay saltos).
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Fase(«) Componente Prop. extensiva Prop. intensiva

Agua (o =w) Agua(w) My(t) PSwpyy
Microorganismo(m) M (t) dSwe
Nutrientes(n) M (t) OGSyl

Tabla 9.1: Propiedades intensivas y extensivas asociadas con la masa de los componentes por fases.

9.3. Modelo matematico

Las ecuaciones de transporte: El modelo de transporte para una componente se derivara en base a la revision
de los modelos anteriores. El modelo de transporte, que se presenta aqui, esta constituido por un sistema de tres
ecuaciones diferenciales parciales no lineales completamente acoplados Chang et al. (1992). Para modelar las curvas
efluentes de la solucion de cultivo bacteriano con nutriente, las ecuaciones de transporte que se necesitan resolver
son:

Ecuacion de microorganismos Planctonicos (c'):

0
7 (PSwew) + VA, = 0SuD7 - Vey} = (n—ka = ki )oSwey + ko' (0 — 0iry) (9.9)
Ecuacion de microorganismos sésiles (o) adimensional:
8 m m m m m m MM
5 (Pb'0) = (= ka = K)py'o + kg' S weyy + k" oy 0iny (9.10)

Ecuacion de nutrientes (¢l ):

D (6 ue) 4V A, — 08D - ey} = < (68ucl + o) (911)
"

En resumen de las ecuaciones contienen los siguientes pardmetros, c},; v = m,n son las concentraciones de las
componentes microorganismos y nutriente en la fase agua, Q;, v = m,n son los tensores de dispersion hidrodi-
namica de microorganismos y nutrientes en agua, p es la funciéon de cinética de crecimiento tipo Monod, kg es
la tasa de decaimiento de células, k" es la tasa de adsorciéon de micoorganismos, k" es la tasa de desorcion de
microorganismos, p;* es la densidad de microorganismos, o es la fraccién de volumen poroso ocupado por biomasa,
oirr €s la fraccién de volumen poroso ocupado irreversiblemente por biomasa, Y= es el coeficiente de produccion.

= Relaciones de Porosidad y Permeabilidad:

La modificaciéon de la porosidad debida a los procesos de taponamiento/destaponamiento esta teniendo en cuenta
la siguiente expresion dada en Chang et al. (1992).

@12

donde ¢ es la porosidad actual, ¢g es la porosidad inicial y o es la fraccion de volumen ocupada por los microor-
ganismos sésiles (adimensional).

Considerando que la modificacion de la permeabilidad se expresa en funcion de la porosidad mediante la ecuacién
de Carman (1956).

(1—¢0)? ¢°
¢ (1—-0)?

donde k y kg son la permeabilidad actual e inicial, respectivamente.

k= ko (9.13)
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= Condiciones iniciales y de frontera

Condicién inicial:
— m — M n — AN —

Sw(t0> - SwOa Cw (t0> = Cw0» Cw(to) = Cyw0> U(t0> = 0o
Condiciones de frontera:
Las condiciones de contorno especificadas a continuaciéon consideran un dominio particular, que es una columna
porosa cilindrica:

= Condiciones de entrada (velocidad constante) en la parte inferior del nicleo:

_ __ ,,in ¥ _ in . _
Uy N =1Ny N =Upy N, —[CLU, — ngwa Vdw]-n=cl, wl-n;, y=mmn (9.14)

2w 2 Wiy =W

donde 4" es la velocidad de inyecciéon de agua, y ¢, # 0, son concentraciones inyectadas para microorganismos

Winy

(y = m), y para nutrientes (7 = n), respectivamente.

= Condiciones de salida en la parte superior del niicleo

95w _ . Och _
)

o = o =0. y=m,n

= Condiciones sin flujo para otras fronteras.

Dada las ecuaciones anteriores vamos a replantear esas ecuaciones para poder hacer la implementaciéon compu-
tacional.

Ecuacién de microorganismos plancténicos (c]'):

O (6Swe) 4V A, — 6SuD VY = (1 — ka — KOS ucl + K (0 — i)
Dado que la saturacion para la fase agua (w), es S, = 1, la ecuacion nos queda como:
(68we) VA, — S DT - Velg} = (14— ka — K7V + K20 (0 — i)
Esta misma ecuacion la podemos ver como:
60T ey — 6D VY — (1 ka— K)OSuc = K0 (0 — 04r)

Ahora vamos a adaptar esta ecuacion a la forma de nuestra ecuacién del operador eliptico de segundo orden que
hemos estado trabajando:

R%7V~(Q-V0)+V~(cg)+cr:q
de aqui tenemos:
Ri=9¢
' =clyp
Ul = Uy
D, = ¢S,D"

E=7}}
= (/L —kq — kgn)(bsw
o =k"py" (0 — Tiry)
quedando la ecuacion de la siguiente manera:
oct’

R1W =V (D, V") + Ve (cf'u) ' =@
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Ecuacién de microorganismos sésiles (o) adimensional:

0

57 (Ph'0) = (= ka = K)pi'o + k' Swely + K"y i

asi la ecuacién nos queda como:

do
Py 5y — (m—ka = k)it = ki'@Swey + ki o o
de aqui tenemos:
R2 = p7bn
Cop =0

r2 = (1 —ka = k")py!
02 = K St + Ko

Ecuacién de nutrientes (c]}):

9
S (08, + HBL)e} + Y - {chuy, — S, D, - Vel } = = (6Such + pi'o)

n

Como el termino hp,. = 0 y haciendo la manipulacién correspondiente la ecuacion nos queda:

0
55 (05ueh) + V- {chu,, — 98, D - Vel } = = (6S,cl; + pf'o)

n

ahora tenemos:

803 n n n n a¢ _ H m m
QSW + \% {ngw ¢S’w£w vcw} + Cw 6t - Y% ((wa + Py J)

asi obtenemos:

R3;=¢
¢ =ci,
93—¢San
T‘gi%*o

a3 = — ¢ (9Swcl" + pyo)
La cual podemos ver como:
ocy

s 75,

=V (D, -Ve5) + V- (c5uy) = g3
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9.4. Modelo numeérico

El modelo numérico consiste en hacer la elecciéon apropiada de los métodos numéricos en términos de precision
y eficiencia para la solucion del modelo matematico. En este caso el problema resultante es un sistema no lineal de
ecuaciones diferenciales parciales con condiciones iniciales y de frontera.
Para la solucién numérica aplicamos los siguientes métodos:

= Para las derivadas temporales se utilizo una discretizacion de diferencias finitas hacia atras de segundo orden,
resultando en un esquema completamente implicito en el tiempo.
Para el resto de operadores diferenciales en las derivadas espaciales se aplicé una discretizacion estandar de
elementos finitos, en la que se emplearon los polinomios cuadraticos de Lagrange para funciones de base y
de peso.

= Se utiliz6 una malla no estructurada con elementos triangulares en 2D.

= Para la linealizacion del sistema de ecuaciones no lineales se aplico el método iterativo de Newton-Raphson.

= Para la solucion del sistema algebraico de ecuaciones resultante se utiliz6 una variante del método LU con
el paquete UMFPACK para matrices no simétricas y ralas.

= El procedimiento general para acoplar las ecuaciones de transporte es secuencial y se ejecuta iterativamente
de la siguiente manera:

1. Se introducen las velocidades constantes de fase u, para a = w.

2. El modelo de transporte se resuelve y se obtiene: concentraciones de los componentes ¢}, ¢l v 0.
3. La porosidad y la permeabilidad se modifican de acuerdo con las ecuaciones (9.12) y (A.2).
4

. Cuando se alcanza una precisién determinada, el procedimiento se detiene, pero en el caso contrario
el procedimiento iterativo debe continuar pasando al Paso 1.

9.5. Implementaciéon computacional

Una vez que se ha establecido el procedimiento numérico para la solucién del modelo matemaético, se requiere
su implementacién computacional.

9.5.1. Geometria de la malla

La implementaciéon computacional del modelo de transporte también se llevd a cabo en el software proyecto
FEniCS 2016.1.

Dominio

El dominio del modelo computacional en 2D es un rectdngulo en posicion vertical con las siguientes dimensio-
nes: Longitud | = 0.25 m ancho d = 0.04 m
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Mallado

Figura 9.1: La discretizacion de la La malla para la solucion numérica, esta formada por 1712 vértices y 3224
elementos triangulares. Peclet Local maximo = 3.4816, hmax = 0.0039

9.5.2. Condiciones de fronteras

Mostraremos la figura con sus respectivas condiciones de frontera que se utilizan en el problema. Las condiciones
de frontera se colocaron en base a la numeracion dada en la (figura 7.3) que se utilizaran de la siguiente manera:

1. Para la frontera ntmero (1) se utiliz6 una condicién de frontera tipo Dirichlet, con una inyeccion de ¢ =
constante.

2. Para la frontera (2) y (4) se utilizara condiciones de frontera tipo Neumann, ya que son fronteras de no flujo
es decir n- (D - Vu — bu) = 0.

3. Para la frontera (3) también utilizaremos una condicién tipo Neumann donde la derivada normal sea igual
a cero, ya que esa frontera sera la salida del flujo % = 0. Aqui el flujo dispersivo es cero, pues ya no hay

medio poroso en el exterior.

9.6. Simulaciones numeéricas

El caso de estudio es un ensayo de inundacién de agua en un ntcleo, el experimento que se realiza se inyecta
agua con microorganismos y nutrientes. Chang et al. (1991), realizaron un experimento de inyeccién de cultivo
bacteriano y nutriente en nicleo de arenisca Berea. Utilizamos sus datos (ver tabla 9.2) para simular un experimento
de inyeccién continua de soluciéon de cultivo bacteriano con nutriente.

Los resultados obtenidos en el proyecto FEniCS se validan comparados con los obtenido son el software comercial
COMSOL Multiphysics®.
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Propiedad (Simbolo) Valor [Unidad]
Porosidad (¢) 0.2295
Densidad de microorganismos (p}") 1000 [kg/m)|
Fraccion de biomasa irreducible (o) 0.0
Velocidad de inyeccion del agua (uy,) 3.53e — 6 [m/s]
Coeficiente de dispersion de nutrientes (D) 8.9247¢ — 9 [m?/s]

Coeficiente de dispersién de microorganismos (D™)  5.9139¢ — 9 [m?/s]

Tasa de crecimiento especifico maxima (fmaz) 9.7222¢ — 5 [1/5]
Coeficiente de afinidad (K, /») 8.0092 [kg/m?]
Coeficiente de decaimiento (kg) 2.5429¢ — 6 [1/s]
Coeficiente de produccion (Y, /n) 0.5
Coeficiente de desorcion (k) 4.2824 [1/s]
Coeficiente de adsorcion (k") 2.8935¢ — 4 [1/s]
Concentracion inyectada de nutrientes (cy, ) 40.0461 [kg/m?]

Concentracion inyectada de microorganismos (¢, ) 30.0346 [kg/m?]

Longitud del nucleo (zr) 0.25 [m]

Tabla 9.2: Parametros para el problema de inyeccién continua y simultdnea de microorganismos y nutrientes a
través de un ntucleo de arenisca Berea.

COMSOL Multiphysics®

Para la validacién de este caso de estudio se comparan los resultados obtenidos con resultados ya obtenidos
con el software comercial COMSOL Multiphysics®, de cual damos una breve introduccién de su uso.
COMSOL Multiphysics® fue fundado en 1986 por Svante Littmarck y Farhad Saeidi (estudiantes de posgrado de
Germund Dahlquist), basado en el codigo desarrollado para un curso de posgrado en el Royal Institute of Techno-
logy (KTH) en Estocolmo, Suecia.
El software COMSOL Multiphysics® es un paquete de de analisis de elementos finitos, y simulacién para diversas
aplicaciones de fisica e ingenieria, especialmente fenémenos acoplados o multifisicos. El paquete es multiplataforma
(Windows, Mac, Linux). Ademés de las interfaces de usuario fisicas convencionales, COMSOL Multiphysics® tam-
bién permite introducir sistemas acoplados de ecuaciones diferenciales parciales (PDEs). Las PDEs se pueden intro-
ducir directamente o utilizando la denominada forma débil. Desde la version 5.0 (2014), COMSOL Multiphysics®
también se utiliza para crear aplicaciones basadas en la fisica COMSOL Multiphysics (2008).
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Figura 9.2: Perfiles de microorganismos planctonicos (¢f') a lo largo del eje vertical en varias secuencias de una

hora, en la plataforma proyecto FEniCS 2016.1 (a) y el software COMSOL Multiphysics® (b).

Las figuras (9.2) (a) y (b) se muestra la comparacion de las distribuciones espacio-temporal de la concentraciones
de los microorganismos planténicos ¢} a lo largo del nicleo para un tiempo de 24 horas, con secuencias de una
hora, se puede observar que la concentracion méaxima alcanzada por los microorganismos es de ¢ = 48.85 kg/m?>
y esto se alcanza en 0.74 m del niicleo hasta llegar a un estado estacionario después de la concentracién inicial,
como se muestra en la grafica del inciso (a) obtenida en el proyecto FEniCS en la cual nos muestra la semejanza
cualitativamente con la grafica obtenida en el software COMSOL, como se puede observar en la comparacion de
las dos graficas las concentraciones inician el en mismo punto ¢ = 30.034619 kg/m?, tanto en la grafica con el
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proyecto FEniCS y como la obtenida con el software comercial COMSOL Multiphysics® (b), el espaciamiento del
efluente es de una hora en ambas graficas distribuidas a lo largo de ntucleo del mismo tamano para ambos casos. En
la figura (c) para realizar el analisis del error se seleccionaron tres puntos a lo largo de nucleo, un punto al inicio,
un punto en medio y un punto al final. Podemos observar las concentraciones de los microorganismos obtenidas en
el proyecto FEniCS y las concentraciones obtenidas en el software COMSOL Multiphysics®, son practicamente
las mismas obteniendo asi un error relativo de 1.5753, con esto se considera validado el caso de estudio.
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Figura 9.3: Perfiles de nutrientes (c}) a lo largo del eje vertical en varias secuencias de una hora, en la plataforma
proyecto FEniCS 2016.1 (a) y el software COMSOL Multiphysics® (b).

Las figuras (9.3) (a) y (b) se muestra la comparacion de las distribuciones espacio-temporal de las concentra-
ciones de los nutrientes ¢}, a lo largo del nicleo para un tiempo de 24 horas, con secuencias de una hora, se puede
observar que los nutrientes se han consumido por completo tomando un comportamiento asintético al final la de
las 24 horas, lo cual se puede ver en la grafica del inciso (a) obtenida en el proyecto FEniCS en la cual podemos
ver la semejanza cualitativamente, con la grafica obtenida con el software COMSOL, como se puede observar en
la comparaciéon de las dos graficas las concentraciones inician el en mismo punto ¢ = 40.046158 kg/m?, tanto en
la gréfica con el proyecto FEniCS y como la obtenida con el software comercial COMSOL Multiphysics® (b), el
espaciamiento del efluente es de una hora en ambas graficas distribuidas a lo largo de niicleo del mismo tamano
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para ambos casos, las ondas que se muestran en ambas comparaciones creo que se debe a algunos nutrientes que se
le estan escapando a los microorganismos en el proceso. En la figura (c) para el analisis del error se seleccionaron
tres puntos a lo largo de ntcleo, un punto al inicio, un punto en medio y un punto al final. Podemos observar
que las concentraciones de los microorganismos obtenidas en el proyecto FEniCS y las obtenidas en el software
COMSOL Multiphysics® son practicamente las mismas obteniendo asf un error relativo maximo de 1.7328.
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Figura 9.4: Perfiles de microorganismos sésiles (o) a lo largo del eje vertical en multiples secuencias de una hora,
en la plataforma proyecto FEniCS 2016.1 (a) y el software COMSOL Multiphysics® (b).

Las figuras (9.4) (a) y (b) se muestra la comparacién de las distribuciones espacio-temporal de los organismos
sésiles o a lo largo del niucleo para un tiempo de 24 horas, con secuencias de una hora, la variacion de los cambios de
o se refleja directamente en la porosidad y la permeabilidad se puede observar que el valor méximo es o = 0.0079
obtenida en el proyecto FEniCS (a) y la comparaciéon muestra la semejanza cualitativamente con la grafica obtenida
con el software comercial COMSOL Multiphysics®(b). En la figura (c) se realiza el anélisis del error para lo cual
se seleccionaron tres puntos a lo largo de ntcleo, se toma el primer punto al inicio, un punto en medio y al final.
Podemos observar que las distribuciones obtenidas en el proyecto FEniCS y las obtenidas en el software COMSOL
Multiphysics® son practicamente las mismas, muestran mucha congruencia, practicamente son las mismas y en
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la salida se puede ver como varian un poco las concentraciones de FEniCS y COMSOL obteniendo asi un error
relativo maximo de 0.002.



9.6. Simulaciones numéricas 71

Porosity Porosity
0.23

0.230 T T T T o0 :gsoa
t =3600.0 - s s — 7200
t=17200.0 0.229 = 10800
t=10800.0 = 14400
t = 14400.0 0.228 ] 18000
0.228 t = 18000.0 - — 21600
t=21600.0 = 25200
t=25200.0 0.227 Vi = 28800
— t = 28800.0 ) == 32400
JC:l t = 32400.0 p = 36000
t = 36000.0 = 39600
>, 0.226 t = 39600.0 20226 / 43200
= t=43200.0 g / = 46800
0 t = 46800.0 < 0225 = 50400
o t =50400.0 _/ // == 54000
o t = 54000.0 N
o t =57600.0 0.224 = 61200
0.224 t=61200.0 4 / 4 —— 64800
t = 64800.0 / 68400
t = 68400.0 0.223 - o // = 72000
t = 72000.0 ~—— / = 75600
t=75600.0 : — ;g;gg

t=79200.0 0,222 e 3
0.222 t=82800.0 H 86400

t = 86400.0 H

. - - - 022 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
0.00 0.05 0.10 ) 0.15 0.20 0.25 V- coordinatelm]
y-coordinate [m]
(a) FEniCS (b) COMSOL

Figura 9.5: Perfiles de la porosidad a lo largo del eje vertical en varias secuencias de una hora.
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Figura 9.6: Perfiles de la permeabilidad a lo largo del eje vertical en varias secuencias de una hora.

En este trabajo, se investigd la modificacion de porosidad y la permeabilidad debida a la variacion en la
distribucién de biomasa a lo largo del ntcleo.
La figura (9.5) muestra el resultado de la modificacién de la porosidad debida a la variacién de la biomasa y la
comparacién de la porosidad obtenida en el software COMSOL Multiphysics® en la cual podemos ver que los
resultados tienen una similitud cualitativa, utilizando tiempos de 24 horas en las dos simulaciones y el espaciamiento
de una hora para ambos casos. La figura (9.6) muestra el resultado de la modificaciéon de la permeabilidad debida
a la variacion de la biomasa a lo largo del nicleo y las comparaciones de la permeabilidad obtenida en el proyecto
FEniCS y la permeabilidad obtenida en el software COMSOL Multiphysics® las cuales presentan una similitud
cualitativa, en ambas simulaciones realizadas.
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La semejanza de la porosidad (¢) y la permeabilidad (k) de las distribuciones espacio-temporales de la forma de
la concentracion de microorganismos sésiles (o), puede atribuirse a la simplicidad de las relaciones de porosidad y
permeabilidad aplicadas. Las graficas describen el comportamiento de la biomasa con la relacion de la porosidad y la
permeabilidad podemos observar que en la figuras tanto de la porosidad como la de la permeabilidad se aprecia que
hay una zona donde alcanzan un valor maximo, ahf podria haber un mayor crecimiento de microorganismos y luego
se produce un decaimiento de nutrientes, por eso las graficas se van volviendo estacionarias, se puede pensar que
los nutrientes estan siendo consumidos por los microorganismos y los esta moviendo el flujo de agua y el transporte
difusivo, podemos ingerir que hay una parte taponada y luego hay destaponamiento, cuando hay mayor crecimiento
ahi se puede estar taponando y luego se produce un decaimiento, esa relacion taponamiento/destaponamiento es
lo que hace que se muestren esos patrones en los resultados obtenidos que se pueden manipular con los pardmetros
de los coeficientes de desorcion k™ y el coeficiente de adsorcion k' (taponamiento/destaponamiento) claro todo
depende de la velocidad de inyeccion u,, del experimento, para este trabajo se utiliz6 una velocidad del agua de
3.53e — 6 m/s, obteniendo estos resultados.

9.6.1. Analisis fisico del caso de estudio

Para realizar un andlisis mas profundo del comportamiento del proceso de taponamiento/destaponamiento en
nuestro caso de estudio realizamos la ilustracién para algunas concentraciones de microorganismos y nutrientes
juntos y ver como se esta comportando la porosidad y la permeabilidad en el proceso, recordando que es una sola
fase, el medio esta completamente saturado e inyectamos microorganismos y nutrientes simultdneamente a una
concentracion constante, como se muestran en las figuras siguientes:
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Figura 9.7: Comportamiento en las primeras 4 horas continuas de las concentraciones de los microorganismos,
nutrientes y porosidad a lo largo del eje vertical en secuencias de una hora.

En las graficas podemos como se inyecta la concentracion inicial y como va aumentando la concentracion de
microorganismos y estos van consumiendo a los nutrientes, pero se ve que hay nutrientes que ya avanzaron sin
consumirse, eso se debe a que los microorganismos tiene sorcién por eso avanzan mas lentos que los nutrientes,
eso hace que algunos nutrientes logran pasar ya que se comportan como un soluto conservativo con respecto al
medio fisico y ademés no tienen sorcién, con respecto al medio biologico (microorganismos) lo tnico que afecta a
los nutrientes es que se los coman los microorganismos.
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En estas graficas figuras (9.7), podemos ver el comportamiento figura (a) de los microorganismos al ser inyectados
inicialmente junto con los nutrientes para que se alimenten crezcan y se reproduzcan, podemos apreciar que al
principio los microorganismos crecen alcanzan su méximo crecimiento, y se estan consumiendo a los nutrientes por
eso los nutrientes van decayendo aunque algunos se escapan como se puede ver en algunas de las lineas de la grafica,
para esto también podemos ver que la porosidad y la permeabilidad figura (b) estan alcanzando su punto méaximo y
luego de un tiempo los microorganismos mueren y eso se aprecia justo donde la porosidad alcanza su valor méximo
y lo mismo pasa con la permeabilidad, claramente se ve como los el comportamiento de los microorganismos se va
volviendo estacionario asi como la permeabilidad y la porosidad.
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Figura 9.8: Comportamiento de las concentraciones las 24 horas de los microorganismos, nutrientes y porosidad a
lo largo del eje vertical en secuencias de una hora.

Finalmente se grafica para el tiempo total del experimento que es de 24 horas, con secuencias de una hora
para cada concentracion como se ve en las figuras (9.8), en la figura (a) se ve el comportamiento total del caso de
estudio donde se muestran las concentraciones de los microorganismos junto a los nutrientes y porosidad, mismo
situacién que repetimos en la figura (b) para el caso de la permeabilidad, se aprecia que el comportamiento es el
mismo, solo que después de una horas el proceso se vuelve estacionario en ambos casos.

9.7. Discusion de resultados

Este modelo desarrollado anteriormente se aplicé con éxito a un caso de estudio de referencia de taponamiento
y destaponamiento por la inyecciéon de agua con microorganismos y nutrientes, utilizando datos de la literatura
publicada y luego se evalué su rendimiento comparando variaciones de la referencia del caso de estudio. El error
relativo que se obtuvo en la realizacion y la comparacion del problema fue de 0.00198, podemos ver que las graficas
obtenidas en las simulaciones con el proyecto FEniCS muestran una distribucion cualitativamente iguales a las
realizadas con el software COMSOL Multiphysics®. Se investigd la modificaciéon de porosidad y permeabilidad
debido a la variacion en la distribucién de biomasa a lo largo del nucleo. La semejanza de la porosidad (¢) y la
permeabilidad (k) de las distribuciones espacio-temporales de la forma de la concentraciéon de microorganismos
sésiles (o), se puede atribuir a la simplicidad de las relaciones de porosidad y permeabilidad aplicadas, por lo
tanto la aplicacion de una dependencia mas realista es un problema abierto. Después de ese anélisis cualitativo
que obtuvimos resultados congruentes se realiza una analisis mas cuantitativo realizando la comparaciéon de las
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concentraciones y distribuciones de microorganismos a lo largo del nicleo en tres puntos diferentes obteniendo asi
diferencias de errores muy razonables para poder mostrar que los resultados obtenidos son aceptables para este
trabajo, cabe aclarar que los dos resultados mostrados tanto del proyecto FEniCS como los de software COMSOL
tienen errores, lo que estamos haciendo es ver que hay consistencia que nos sirve para comparar dos soluciones
realizadas de manera independiente, y que estan usando el mismo método numérico para obtener las soluciones, y
en los dos casos se obtienen los mismos resultados lo que nos sirve para mostrar que nuestro trabajo es congruente.
En cuanto a la recuperacion adicional marginal producida durante el proceso microbiano EOR, inferior al 1 %. Es
pertinente mencionar aqui, que el objetivo del estudio fue la investigacion del fenémeno de obstruccién microbiana
de los medios porosos. Un sistema para simular adecuadamente el taponamiento y destaponamiento. Para modelar
otros efectos tales como: mojabilidad de rocas, viscosidad, permeabilidad relativa y modificaciéon de las curvas de
presion capilar debido a la accién de los bioproductos sobre fluidos, se requiere una investigacion experimental
adicional para cuantificar en términos de relaciones constitutivas la interaccion entre propiedades petrofisicas y
fluidas como una funcién de las concentraciones de bioproductos, ademas de un modelo de flujo bifasico agua-
aceite.



oo 10

Conclusiones y Trabajo Futuro

A partir de la formulaciéon axiomética de la modelacién de medios continuos, para el desarrollo de modelos de
transporte de microorganismos propuesto en este trabajo, se puede observar que se requiere tener control de varios
factores para poder obtener resultados consistentes con el fenémeno en la naturaleza.

La propuesta del modelo conceptual es uno de los pasos mas importantes en el desarrollo de un modelo, ya que
a partir de esta decision de supuestos se desarrolla todo el modelo.

Una vez obtenido el modelo conceptual y usando la derivacion sisteméatica de medios continuos se pueden
obtener el modelo matematico que es consistente con el modelo conceptual.

Después a partir del modelo matematico obtenido se obtiene el modelo numérico para su desarrollo se utilizod
el método de elemento finito para la solucién del problema variacional, se escogio la familia de elementos que mejor
aproximo la solucién, los elementos utilizados fueron los polinomios de Lagrange, para problemas con adveccion
dominante se aplica los diferentes métodos para controlar ese perturbaciones en el problema como el ntimeros de
Péclet globales y locales, aunque los nimeros de Péclet globales son caracteristicos del problema fisico, se deben
controlar lo mas posible para facilitar la convergencia del método numérico y reducir las perturbaciones en la
solucion.

Los niimeros de Péclet locales son relevantes para el control numérico de la solucién, lo cual podemos controlar
reduciendo la malla, si estos son descuidados se pueden obtener predicciones con un grado de distorsiéon importante
y ademas de afectar a la solucion, perjudicando a otros sistemas que dependan de este.

Es importante tomar en cuenta la diferencia en escala espacial y de tiempo en la que ocurren las pruebas de
laboratorio y los proyectos de recuperacién adicional en yacimientos y modificar los parametros del modelo con el
fin de tener una simulacién acertada del proceso real.

Una vez obtenido el modelo numérico se implementa el modelo computacional del modelo desarrollado, para
lo cual utilizamos la plataforma de software libre Proyecto FEniCS 2016.1 en Python, que consideramos que es un
sotfare que alcanzado cierto grado de madurez para desarrollar modelos mas sofisticados. Aplicando refinamiento
de la malla para poder obtener una malla 6ptima para la solucién del problema, en este caso debido a que las
matrices no son muy grandes se escogié un método directo para la solucion de las matrices el cual fue LU con el
paquete UMFPACK de FEniCS para matrices no simétricas y ralas.

5
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El modelo ha sido validado con problemas controlados y se controlé el error, se utilizé un caso de estudio
tomado del articulo de Van Genuchten y W. J. Alves que es un problema de inyeccién de un escalon.

Se realizaron dos casos de estudios que fueron comparados con el software COMSOL Multiphysics®, el primer
caso de estudio fue inyecciéon de pulso trazador inerte y el segundo caso de estudio fue proceso de taponamiento y
destaponamiento por microorganismos los cuales no dieron resultados muy consistentes.

El trabajo realizado puede servir de base para desarrollar modelos més sofisticados de flujo y transporte en
medios porosos que pudieran ser aplicados a pruebas de recuperacion mejorada a escala de laboratorio.

Como trabajo futuro se debe acoplar el modelo de transporte desarrollado con un modelo de flujo, asi como
extenderlo a tres dimensiones y un modelo de flujo bifasico agua-aceite. Ademas, se pudieran explorar otras variantes
del método de elemento finito como son los métodos mixtos y de Galerkin discontinuo.



Apéndice

(zlosario de definiciones relevantes

A continuacion se describen los conceptos de algunos pardmetros mas relevantes utilizados en el trabajo de
tesis.
El término adsorcion, se refiere al proceso de acumulacion de moléculas en la interfase, al proceso inverso se le
conoce como desorcion. Cuando el componente es adsorbido se le define como adsorbato, este mismo en su fase
original es llamado adsortivo. Un error comun es confundir este fenémeno con la absorcion, la diferencia fundamental
reside en que si las moléculas de los adsorbatos se mantienen exclusivamente en la interfase con el adsorbente, el
proceso se denomina adsorcién, por otro lado, si estas penetran al interior de adsorbente, al proceso se le llama
absorcion.

ADSORCION ABSORCION

Figura A.1: Diferencia entre absorcion y adsorcion.

Frecuentemente estos dos fenémenos ocurren al mismo tiempo o son indistinguibles el uno del otro, a este
proceso se le denomina sorcién.

A.0.1. Nucleos de Berea

Los ntucleos de Berea han sido ampliamente reconocidos por la industria petrolera como la mejor muestra para
probar la eficacia y eficiencia de los nuevos tratamientos quimicos y fisicos asociados a un yacimiento.
La Arenisca de Berea es una roca sedimentaria cuyos granos se componen de cuarzo unidos por silice. La rela-
tivamente alta porosidad y permeabilidad de los nicleos de Berea (figura A.2) hace que sea una buena roca del
yacimiento y almacenadora de hidrocarburos.

77
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Figura A.2: Nucleo de Berea

A.0.2. Indéculo microbiano

El in6culo puede ser un conjunto de diversas especies microbianas, como las que se encuentran en los lodos
aerobios de las plantas de tratamiento de aguas residuales, o puede ser un cultivo de microorganismos especializados
con afinidad por un compuesto.

A.0.2.1. Porosidad

Se considera que la porosidad es una funcién de la porosidad inicial y del cambio en la ocupacion de los poros,
por los microorganismos, que a su vez depende de la posicion y del tiempo Chen (2007).

p=¢—0 (A'l)

A.0.2.2. Permeabilidad

La modificacion de la permeabilidad absoluta se expresa como una funciéon de la porosidad a través de la
ecuacion de Carman (1956).

(1—¢0)? ¢°
¢ (1—¢)?

donde k y kg son la permeabilidad actual e inicial, respectivamente.

k = ko (A.2)

A.0.3. Propiedades del fluido
A.0.3.1. Fase

La fase se refiere a una region del sistema en estudio, que posee una velocidad comin, de forma que puede
distinguirse de otra por una interfase, por ejemplo, oleica (aceite), acuosa (principalmente agua), o gaseosa (gases).
Las fases seran descritas por superindices w (acuosa), o (oleica), y ¢ (gaseosa). La fase solida (roca) se indica por
s (solida). La fase biopelicula (microorganismos sésiles) se denota por b (biopelicula).

A.0.3.2. Componente

Una componente es una especie quimica simple que puede estar presente en una fase. Por ejemplo, la fase
acuosa puede contener las componentes agua (H20), cloruro de sodio (NaCl), y oxigeno disuelto (O2), y la fase
oleica puede contener cientos de componentes del hidrocarburo, por ejemplo, Cy,Cs,C3, etc. Las componentes
seran descritas por subindices.
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A.0.3.3. Tipos de fluidos de yacimiento

En general, en un yacimiento de hidrocarburos pueden existir simultdneamente agua, aceite y gas. Estos fluidos
se pueden clasificar como incompresible, ligeramente compresible, o compresible, dependiendo de como responden
a la presion. Un fluido incompresible tiene compresibilidad cero; su densidad es independiente de la presiéon. El
agua y el aceite libre de gas (muerto) pueden ser incompresibles. Un fluido ligeramente compresible, tiene una com-
presibilidad pequeiia pero constante que tipicamente varia de 107° a 107® psi~!. En condiciones de yacimiento, el
agua, el aceite muerto y el bajo saturado se comportan como fluidos ligeramente compresibles. Un fluido compre-
sible tipicamente tiene una compresibilidad en el rango de 1072 a 10~ psi—!, su densidad incrementa conforme la
presiéon incrementa pero tiende a estabilizarse a presiones altas.

A.0.3.4. Meétodos de recuperacion de aceite

Los métodos de recuperacion de aceite incluyen el agotamiento primario, la recuperacion secundaria (usualmente
inundaciéon con agua), y recuperacion terciaria (o recuperacién mejorada de aceite). Un rango de métodos que
estan disenados para recuperar aceite adicional que no puede producirse por métodos de recuperacion primaria
y secundaria incluye los métodos térmicos (inyeccion de vapor o combustion in situ), inundacién con quimicos
(inyeccion de alcalinos, surfactantes, polimeros, y/o espuma), y métodos microbianos (usando microorganismos
para recuperar aceite).

A.0.3.5. Modelos de procesos de simulacién

Las formulaciones de modelos de las ecuaciones de transporte para sistemas multicomponentes se usan para
simular los diferentes procesos de recuperacion.

A.0.4. Propiedades de roca/fluido

Se describen las propiedades de la interaccion roca/fluido.

A.0.4.1. Saturacion de fluido

La saturacion de una fase (agua, aceite, o gas) es una fraccion del espacio de poro que ésta ocupa. Cominmente
se indica por S (fraccion). Para el flujo bifasico de agua y aceite, por ejemplo, las saturaciones S, y S, satisfacen

Lo cual significa que los dos fluidos en conjunto llenan los huecos. Para el flujo trifasico de agua, aceite y gas, el
hecho de que los tres fluidos en conjunto llenen el espacio de poro da

Sw+S,+8,=1 (A.4)

Las funciones de flujo multifasico tal como la presion capilar y la permeabilidad relativa dependen fuertemente de
las saturaciones.

A.0.5. Trazador inerte

Se debe hacer un experimento de inyeccion de un trazador inerte para caracterizar el coeficiente de dispersion
asociado con el medio poroso de interés. Dada la dependencia de éste coeficiente con la velocidad del fluido, se
recomienda realizar varias pruebas a diferentes tasas de inyeccion.
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A.0.6. Biomasa

Es necesario un experimento en el que se inyecte una solucion de biomasa sin nutrientes, (para evitar el
crecimiento de los microorganismos) y a temperatura baja (para inhibir el decaimiento de los microorganismos),
que permita caracterizar los coeficientes de adsorcion/desorcion y estimar la fraccion de microorganismos adsorbidos
de forma irreversible.

A.0.7. Nutrientes

Se propone un experimento en el que se inyecte sélo el medio de cultivo de los microorganismos para verificar si
el coeficiente de dispersion asociado con el medio poroso de interés es semejante al obtenido con el trazador. Dada
la dependencia de éste coeficiente con la velocidad del fluido, se recomienda realizar varias pruebas a diferentes
tasas de inyeccion. Ademaés, este experimento permite observar si existe o no adsorciéon de los nutrientes en el medio
poroso.

A.0.8. Biomasa y nutrientes

Para estudiar el comportamiento conjunto de la biomasa con los nutrientes a través del medio poroso de
interés, se propone un experimento de inyecciéon simultanea de éstos. En principio, es posible obtener ajustes de
los parametros de la cinética de crecimiento en esta prueba dinamica, que podrian ser distintos de los obtenidos en
condiciones estaticas.

A.0.9. Decaimiento

La muerte de los microorganismos es una reaccion irreversible de primer orden, por lo tanto puede ser expresada
por
97t = —dmop, SC (A.5)

cuando se encuentran libres en agua y
g"d = —dnop, SC (A.6)

cuando se encuentran depositados en un sélido (roca) Chang et al. (1991).
donde d,, es la tasa de decaimiento especifico, o es la fraccion de volumen de poro ocupado por los microorganismos
depositados/volumen total y p,, SC es la densidad microbiana a condiciones estandar, [g/mL] o [Ib/ ft3].

A.0.10. Crecimiento

El crecimiento de los microorganismos se supone que sigue la ecuacion de Monod, la cual describe una relacion
entre la concentraciéon limitante de un nutriente y la tasa de crecimiento de los microorganismos. Entonces una
ecuacion generalizada de Monod puede ser escrita como:

gy = gmdSCy) (A7)
cuando se encuentran en estado libre en agua y
g;n = gmopmSC (A.8)

usando se encuentran depositados en un sélido (roca).
Donde g,,, es la tasa de crecimiento especifico, o es la fracciéon de volumen de poro ocupado por los microorganismos
depositados/volumen total y p,,, SC es la densidad microbiana a condiciones estandar, [g/mL] o |Ib/ ft3].
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A.0.11. Taponamiento/Destaponamiento

Los fenémenos de taponamiento/destaponamiento pueden ser descritos mediante ecuaciones cinéticas Chang
et al. (1991).

Taponamiento

g¢" = —ke(d — o)y (A.9)

donde k. es la tasa de taponamiento. Cuando el medio esta saturado entonces ¢?c = S¢ y por lo tanto se reescribe

g7t = —k.Swocy, (A.10)

Destaponamiento

9ie = kapmTirr (A.11)

donde kg4 es la tasa de destaponamiento, 0;,, es la fraccién de volumen de poro reversible ocupada por los micro-
organismos depositados.
donde

o =04 +0; (A.12)

o es la fraccién de volumen total de poro ocupado por los microorganismos depositados, o;. es la fraccion de
volumen de poro reversible ocupada por los microorganismos depositados, o; es la fraccién de volumen de poro
irreversible ocupada por los microorganismos depositados.






Apéndice

Formulacion Axiomatica de la Modelacion de
Medios Continuos

En la Teoria de los Sistemas Continuos Allen et al. (1988), los cuerpos llenan todo el espacio que ocupan, y
en cada punto del espacio fisico hay una y solamente una particula. Asi, definimos como sistema continuo a un
conjunto de particulas. Atun maés, dicho conjunto es un subconjunto del espacio Euclidiano tridimensional, una
hipotesis basica de la teoria de los sistemas continuos es que en cualquier tiempo, t € (—oo, +00), y en cada punto,
z € B(t), de la region ocupada por el cuerpo, hay una y solo una particula del cuerpo B. Sea X una particula y
p(X, t) el vector de la posicién que ocupa, en el espacio fisico, dicha particula en el tiempo ¢. Una forma, pero no la
anica, de identificar a la particula, X, es asociandole la posicién que ocupa en un instante determinado. Tomaremos
en particular el tiempo ¢t = 0. En tal caso

p(X,0) = X (B.1)

A las coordenadas del vector X = (X7, X2, X3), se les llama las coordenadas materiales de la particula. En este
caso, las coordenadas materiales de una particula son las coordenadas del punto del espacio fisico que ocupaba la
particula en el tiempo inicial, ¢ = 0. Desde luego, el tiempo inicial puede ser cualquier otro, si asi se desea. Sea
B el dominio ocupado por un cuerpo en el tiempo inicial, entonces X € B si y solamente si la particula X es del
cuerpo. Es decir, B caracteriza al cuerpo. Sin embargo, debido al movimiento, la regién ocupada por el mismo
cambia con el tiempo y sera denotada por B(t). Ver figura(B.1) formalmente, para cualquier ¢ € (—o0, 00), B(t)
se define por: El vector de posicion, p(X,t), es funciéon del vector (tridimensional) X y del tiempo. Si fijamos el
tiempo ¢, p(X,t) define una transformacién del espacio euclidiano R? en sf mismo. Una notacién utilizada para
representar esta familia de mapeos es p(-,t). De acuerdo a la hipotesis de los sistemas continuos: En cualquier
tiempo t € (—00,4+00) y en cada punto x € B(t) de la region ocupada por el cuerpo hay una, y sélo una, particula
del cuerpo B para cada t fijo. Es decir, p(-,t) es un mapeo biunivoco, por lo que existe el mapeo inverso p~1(-,t)
Ver Figura (B.1). a B
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Figura B.1: Movimiento de particulas.

Si se fija la particula, X, en la funcién p(X,t) y se varia el tiempo ¢ se obtiene su trayectoria. Esto permite
obtener la velocidad de cualquier particula, la cual es un concepto central en la descripcion del movimiento. Ella se
define como la derivada con respecto al tiempo de la posicion cuando la particula se mantiene fija. Es decir, es la
derivada parcial con respecto al tiempo de la funcion de posicion, p(X,t). Por lo mismo, la velocidad como funcion
de las coordenadas materiales de las particulas, esta dada por

0
V(X 1) = 2

V(X 1) = 5 (X.0) (B.2)

B.1. Propiedades intensivas

Las propiedades intensivas pueden ser funciones escalares o funciones vectoriales. Por ejemplo, la velocidad,
definida por la ecuacion (B.2), es una funcion vectorial que depende de la particula X y del tiempo ¢. Hay dos
formas de representar a las propiedades intensivas: la representacion Euleriana y la representacion Lagrangiana.
Frecuentemente, el punto de vista Lagrangiano es utilizado en el estudio de los sélidos, mientras que el Euleriano
se usa mas en el estudio de los fluidos. Considere una propiedad intensiva escalar, la cual en el tiempo, ¢, toma
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el valor, ¢(X,t), en la particula X. Entonces, de esta manera se define una funcion ¢ : B — R!, para cada
t € (—o0,+00), a la que se denomina representacion Lagrangiana de la propiedad intensiva considerada. Ahora,
sea ¥(z,t) el valor que toma esa propiedad en la particula que ocupa la posicion z, en el tiempo t. En este caso,
para cada t € (—o0,+00) se define una funcién 1 : B(t) — R!, a la cual se denomina representacién Euleriana
de la funcién considerada. Estas dos representaciones de una misma propiedad estan relacionadas por la siguiente
identidad:

P(X,t) =P(p(X,1),1) (B.3)

Note también que aunque ambas representaciones satisfacen la ecuacion (B.3), las funciones ¢(X,t) y ¥(z,t) no
son idénticas. Sus argumentos X y & son vectores tridimensionales (es decir, puntos de R?; sin embargo, si tomamos
x = X, en general

(X, 1) # (X, 1) (B.4)

La expresion de la velocidad de una particula dada por la ecuacion (B.2), define a su representacion Lagrangiana,
por lo que utilizando la ecuacion (B.3) es claro que

0
(X 1) = VX, 1) = v(p(X,1),0) (B.5)

donde v(z,t) es la representacion Euleriana de la velocidad. Por lo mismo
v(z,t) = V(p~(z,1),1) (B.6)

esta ecuacién tiene la interpretacion de que la velocidad en el punto x del espacio fisico, es igual a la velocidad de
la particula que pasa por dicho punto en el instante ¢, la ecuacion (B.6), es un caso particular de la relacion:

T/J(Q, t) = ¢(p—1(§’ t)vt) (B7)

es de validez general, la cual es otra forma de expresar la relacion de la ecuacion (B.3) que existe entre las dos
representaciones de una misma propiedad intensiva. La derivada parcial con respecto al tiempo de la representacion
Lagrangiana, ¢(X,t), de una propiedad intensiva, de acuerdo a la definiciéon de la derivada parcial de una funcién,
es la tasa de cambio con respecto al tiempo que ocurre en una particula fija. Es decir, si nos montamos en una
particula y medimos a la propiedad intensiva y luego los valores asi obtenidos los derivamos con respecto al tiempo,

9¢(X. t)
ot

el resultado final es En cambio, si (X, t) es la representacion Euleriana de esa misma propiedad, entonces

99(X, 1)

— es simplemente tasa de cambio con respecto al tiempo que ocurre en un unto fijo en el espacio. Tiene interés

evaluar la tasa de cambio con respecto al tiempo que ocurre en una particula fija, cuando se usa la representacion
Euleriana.

B.2. Propiedades extensivas

Se consideran funciones definidas en las particulas de un cuerpo; més precisamente, funciones que hacen co-
rresponder a cada particula y cada tiempo un ntmero real, o un vector del espacio Euclidiano tridimensional, R3.
En ésta, en cambio, consideraremos funciones que a cada cuerpo, B de un sistema continuo, y a cada tiempo, ¢, le
asocia un nimero real o un vector de R3. una funcién de este tipo, E(B,t) se le llama propiedad extensiva cuando
esta dado por una integral

E(B,t) = U(z,t)dz. (B.8)

B(t)
Observe que, en tal caso, el integrando define una funcion ¥ (z,t) y, por lo mismo, una propiedad intensiva. En
particular, la funcion ¢ (z,t) es la representacion Euleriana de esa propiedad intensiva. Ademaés, la ecuacion (B.8)
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establece una correspondencia biunivoca entre las propiedades extensivas y las intensivas, porque dada la repre-
sentacion Euleriana, ¥ (z,t) de cualquier propiedad intensiva, su integral sobre el dominio ocupado por cualquier
cuerpo, define una propiedad extensiva.

B.3. Balance de propiedades extensivas e intensivas

Los modelos mateméticos de los sistemas continuos estan constituidos por balances de propiedades extensivas.
Por ejemplo, los modelos de transporte de solutos (los contaminantes transportados por corrientes superficiales o
subterraneas, son un caso particular de estos procesos de transporte) se construyen haciendo el balance de la masa
de soluto que hay en cualquier dominio del espacio fisico.

B.4. Ecuacion de balance global

Para realizar tales balances es necesario, en primer lugar, identificar las causas por las que las propiedades
extensivas pueden cambiar:

= Por produccion en el interior del cuerpo; y
= Por importacion (es decir, transporte ) a través de la frontera.

Esto conduce a la siguiente ecuacion de balance global, de gran generalidad, para las propiedades extensivas:

CO_ [ gwndet [ awnizs [ gntni (5.9
t B() oB(t) 0

Donde g(z,t) es la generacion en el interior del cuerpo, con signo, de la propiedad extensiva correspondiente, por
unidad de volumen, por unidad de tiempo. Ademas, en la Ecuacion (B.9) se ha tomado en cuenta la posibilidad de
que haya produccién concentrada en la superficie Y (t), la cual estd dada en esa ecuacion por la ultima integral,
donde gs~(z,t) es la produccién por unidad de area. Por otra parte, g(z,t) es lo que se importa, o transporta,
hacia e interior del cuerpo a través de la frontera del cuerpo OB(t); en otras palabras, es el flujo de la propiedad
extensiva a través de la frontera del cuerpo, por unidad de area, por unidad de tiempo. Puede demostrarse, con
base en hipdtesis validas en condiciones muy generales, que para cada tiempo, ¢, existe un campo vectorial 7(z, t)
tal que

q(z,t) = 1(z,t) - n(z,) (B.10)
donde n(z,t) es normal exterior a 0B(t). En vista de esta relacion, la ecuacion de balance se puede escribir como
dE(t
4Bt _ / 9(z, t)dz + / 7(z,t) - n(z,t)dz + / g5 (z,t)dz (B.11)
- Jpw oB(1) S0

La relacion ecuacion (B.11) se conoce con el nombre de Ecuaciéon de Balance Global. A la funcion g(z,t) se
le llama generacion interna y al campo vectorial 7(z,t), el campo de flujo. A la ecuacion (B.11) se le denomina
Ecuaciéon General de Balance Global y es la ecuaciéon basica de los balances de los sistemas continuos.

B.5. Condiciones de balance local

Los modelos de los sistemas continuos Herrera y Pinder (2012) estén constituidos por las ecuaciones de balance
correspondientes a una coleccién de propiedades extensivas. Esto es posible porque las Ecuaciones de Balance Global
son equivalentes a las llamadas Condiciones de Balance Local, las cuales se expresan en términos de las propiedades
intensivas correspondientes. Las Condiciones de Balance Local son de dos clases: Las Ecuaciones Diferenciales de
Balance Local. Las ecuaciones diferenciales parciales, que se deben satisfacer en cada punto del espacio ocupado
por el sistema continuo.



B.6. Ecuaciones de balance local 87

B.6. Ecuaciones de balance local

Teorema 1: Considere un sistema continuo. Entonces,la Ecuacion de Balance Global, ecuacion (B.11), se
satisface para todo cuerpo del sistema continuo si y solamente si, se cumplen las siguientes condiciones:

s La ecuacion diferencial

Wt o M= v ¢ ¢ B.12

T + V- (Xw(la )) = 'I(ga ) +g(§a ) ( . )
vale en todo punto z € R3, de la region ocupada por el sistema. Desde luego, el caso mas general que se estudiara
se refiere a situaciones dindmicas; es decir, aquéllas en que las propiedades intensivas cambian con el tiempo. Sin
embargo, los estados estacionarios de los sistemas continuos son de sumo interés. Por estado estacionario se entiende
uno en que las propiedades intensivas son independientes del tiempo. En los estados estacionarios, En este caso,
N
ot

= 0. Por lo mismo, para los estados estacionarios, la Ecuacién de balance Local se reduce a

V-(v)=V-1+g (B.13)

que vale en todo punto z € R3.

B.6.1. Ejemplos de condiciones de balance local

Una de las aplicaciones mas sencillas de las Condiciones de Balance Local, es para formular restricciones en
el movimiento. Aqui ilustramos este tipo de aplicaciones formulando condiciones que se deben cumplir localmente
cuando un fluido es incompresible. La afirmacién de que un fluido es incompresible significa que todo cuerpo
conserva el volumen de fluido en su movimiento. Entonces se consideraran dos casos: el de un fluido libre y el de
un "fluido en medio poroso". El primer caso, el fluido llena completamente el espacio fisico que ocupa el cuerpo,
por lo que el volumen del fluido es igual al volumen del dominio que ocupa el cuerpo. Asi

Vi(t) = /B(t) dz (B.14)

aqui V(t) es el volumen del fluido y B(t) es el dominio del espacio fisico (es decir, de R3 ) ocupado. Observe que
una forma més explicita de la ecuaciéon anterior es

Vi (t) = /B R (B.15)

porque la integral que aparece en la ecuacion (B.17) el integrando es la funcion idénticamente 1. Comparando esta
ecuacion con la ecuacion (B.8), vemos que el volumen del fluido es una propiedad extensiva y que la propiedad
intensiva que le corresponde es 1 = 1.

Ademas, la hipotesis de incompresibilidad implica

dvy o _
=0 (B.16)

esta es el Balance Global de la ecuacion (B.11), con g =0y 7 =0, el cual a su vez es equivalente a las ecuaciones
(B.13) y (B.14). Tomando en cuenta ademas que ¢ = 1, la ecuacion (B.13) se reduce a

V-v=0 (B.17)

Esta es la bien conocida condicién de incompresibilidad para un fluido libre. El caso en que el fluido se encuentra
en un medio poroso, es bastante diferente. Un medio poroso es un material sélido que tiene huecos distribuidos en
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toda su extension ver figura (B.2). Cuando los poros estan llenos de un fluido, se dice que el medio poroso esta
saturado, situacion que tiene mucho interés y también la mas estudiada. En muchos de los casos que ocurren en las
aplicaciones, el fluido es agua o petroleo. A la fraccion del volumen del sistema, constituido por la matriz solida y
los huecos, se le llama porosidad y se le representa por €. Asi

Volumen de huecos
= t)y= 1li B.18
e =(z?) Vol 50 Volumen total ( )

Aqui hemos escrito £(z,t) para enfatizar que la porosidad generalmente es funcion tanto de la posicién como del
tiempo. Las variaciones con la posiciéon pueden ser debidas, por ejemplo, a heterogeneidad del medio y los cambios

Matriz Sclida

Figura B.2: Medio poroso.

con el tiempo a su elasticidad; es decir, los cambios de presiéon del fluido originan esfuerzos en los poros que los
dilatan o los encogen. Cuando el medio est& saturado, el volumen del fluido (V) es igual al volumen de los huecos
del dominio del espacio fisico que ocupa. Asi,

Vi(t) = /B(t) ez, t)dz (B.19)

en vista de esta ecuacion, la propiedad intensiva asociada al volumen de fluido es la porosidad, e(z, t), or lo que la
condicién de incomprensibilidad del fluido contenido en un medio poroso esta dado por la ecuacion diferencial

o +V.-(ve)=0 (B.20)
ot

Que la divergencia de la velocidad sea igual a cero, ecuacion (B.20), como condiciéon para que un fluido en su
movimiento conserve su volumen, es ampliamente conocida, como condicién para la conservacién del volumen de
los cuerpos de fluidos contenidos en un medio poroso. Finalmente, debe observarse que cualquier fluido incompresible
satisface la ecuacion (B.20) cuando se mueve en el espacio libre. Cuando un fluido efecttia un movimiento en el que
conserva su volumen, al movimiento se le llama isocdrico. Es oportuno mencionar que si es bien cierto que cuando
un fluido tiene la propiedad de ser incompresible, todos sus movimientos son isocéricos, lo inverso no es cierto:un
fluido compresible en ocasiones puede efectuar movimientos isocoricos.

B.7. Condiciones iniciales y de frontera

Las soluciones al sistema de ecuaciones descritas anteriormente constituyen un modelo completo cuando se
prescriben ciertas condiciones iniciales y de frontera. Las condiciones iniciales comprenden la especificacion de las
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variables dependientes en un momento determinado, por lo general referido como el tiempo inicial, t= 0. En cuanto
a las condiciones de frontera, generalmente cuando un fluido viscoso estéa en contacto con un so6lido, las particulas de
fluido se adhieren a la superficie del cuerpo. Debido a esta adhesién, la velocidad del fluido en relacién a la superficie
del solido es cero. En particular, si el cuerpo esta en reposo, entonces la velocidad del fluido es cero; puesto que la
velocidad es un vector, este hecho implica que tanto sus componentes normal y tangencial se desvanecen Herrera
y Pinder (2012).

= Condiciones iniciales: El valor inicial de la concentracion se prescribe:

c(z,0) = cox); Vz e (B.21)

aqui la funcién cg(z) es la concentracion inicial, la cual se asume que es dato del problema. Observe que
aunque el tiempo inicial que se ha tomado aqui es t = 0, cualquier otro momento podria ser elegido.
= Condiciones de frontera tipo Robin: La forma mas general de condiciones de frontera que se consideran

son conocidas como condiciones de frontera tipo Robin. Sea oy 3 niimeros tales que a? + 32 = 1. Entonces

00 (2.1) 4 felwt) = 1(a.t); VEcoR y >0 (B.22)
mn

donde la funciéon y(z,t¢) es un dato del problema. La condicién de frontera tipo Robin, en su forma maés

general admite la posibilidad que « y 8 cambiar de punto a punto de vez en cuando,esto es que a y Sson

funciones de posiciéon y del tiempo. De este modo también se observa que la exigencia de a? + 32 = 1 es una

simple manera de garantizar que @ y 8 no son ambas simultdneamente igual a cero. Dos importantes casos

particulares de condiciones de frontera tipo Robin deben mencionarse: Condiciones de frontera tipo Dirichlet

y Neumann. Corresponden a las opciones 5 =1 (es decir, « =0) y a = 1 (es decir § = 0), respectivamente.
= Condiciones de frontera tipo Dirichlet. Estas son:

c(z,t) =~(z,t); Veed y t>0. (B.23)

= Condiciones de frontera tipo Neumann. Estas son:

%@, t)=~(z,t); YzeodQ y t>0. (B.24)

Por lo tanto, los problemas méas generales bien planteados que seran considerados cuando se modela trans-
3
porte difusivo problemas-limite-valor inicial con las condiciones de frontera Robin.
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Flementos de analisis funcional

Para presentar el método de elementos finitos en una formulacion general, deberemos utilizar los espacios de
funciones. Esta seccion esta dedicada al desarrollo de los espacios de la funciéon que son ligeramente més general
que los espacios de funciones continuas suave por tramos continuos derivados. Establecemos la pequena fracciéon de
estos espacios que es suficiente para desarrollar la base del método de elemento finitos.

C.1. Teoria de integraciéon de espacios de Lebesgue

Asumimos que 2 es un subconjunto abierto de R%, 1 < d < 3 suaves a tramos en la frontera. Para una funcién
de valor real v sobre €2, usamos la notacién

/Q v(z)dx (C.1)

para denotar la integral de f en el sentido de Lebesgue (Rudin, 1987). Para 1 < ¢ < oo, define

lolaniey = v(x)ﬂdac)‘l’ . (©2)

V][ oo () = €8s sup{[v(z)| : z € Q} (C.3)

Para g = oo, el conjunto

donde ess sup denota el supremo esencial. Ahora, para 1 < g < oo, definimos los espacios de Lebesgue
L1(Q) = {v tv es definido sobre Q0 y  [|[v]pq) < oo} (C.4)

Para ¢ = 2, por ejemplo L? (£2), que consiste en todas las funciones cuadrado integrable (en el sentido de Lebesgue).
Para evitar diferencias triviales, identificamos dos funciones, u y v siempre que |lu — v|| ., @ =0, es decir,u(z) =
v(z) para x € Q, excepto un conjunto de medida cero.

Dado un espacio lineal (vector) V, una norma en V', ||-||, es una funcién de V', en R, tal que

s ol >0 YoeV; |v|=0 si y solo si v=0.
< leol =l o]l VeeR, uweV.
v Jlu 4ol < Jul| + vl Vu,v € V. (desigualdad del trangulo)
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Un espacio normal V' con norma ||-||, es llamado espacio lineal normado.

V es considerado completo si cada sucesion de Cauchy {v;} en V tiene un limite v que es un elemento de V. La
sucesion de Cauchy {v;} nos dice que ||v; — v;|| — 0 como ¢, j — 0o, y la integral dice que ||v; — v|| — 0 asi i — oo.
Un espacio lineal normado (V/ ||-||) es llamado espacio de Banach si este es completo con respecto a la norma ||-||.
Para 1 < g < o0, el espacio L4(2) es un espacio de Banach.

C.1.1. Espacios de Sobolev

Ahora usamos derivadas débiles generalizar los espacios de Lebesgue.

Parar =1,2,... y v € L}, (Q) asumimos que la derivada débil D®v existe para toda |a| < r. Definimos la norma
de Sobolev
HU”Wr-,q(Q) = Z |‘Dav||qu(Q) (C.5)
laf<r
Sil<qg< .

Para g = oo, define
1oll e ) = M0l 1D o (C.6)

Los Espacios de Sobolev son definidos por
W) = {v € Lioel®) : [ollyraey <00} 1Sq< oo (C.7)

podemos ver que ||UHWT,Q(Q) es una norma; por otra parte, los espacios de Sobolev W4(Q)) es un espacio de Banach.

Denotamos por Wy'?(Q) la complexion D(§2) con respecto a la norma ||-|| Wg?(€2). Para Q C R? con bordes suaves
en la frontera y v € Wh9(Q), la restriccion de la frontera I', v|r, puede interpretarse como funcién en L4(T),
1 < ¢ < oo. Esto no afirma que los valores suaves de v en I' tienen sentido. Para ¢ = 2, por ejemplo v|r es
solamente cuadrado integrable en I'. Usando esta propiedad, el espacio W;?(£2) puede ser caracterizado como

W) ={ve W4 Q) : D*|r =0 en L*I), |af<r} (C.8)

Para las aplicaciones posteriores, se utilizaran las seminormas:

q

|U‘W7-=q(9) = Z ||Da”Hqu(Q) ;1< g<oo, |U|W7»,M(Q) = MAT|q|=r ||DQUHL°°(Q) (C.9)

loe|=r
Por lo tanto para ¢ = 2 vamos a utilizar los simbolos
W(Q) = Wr2(Q), W(Q) = W2 (Q) r=1,2,.. (C.10)

Es decir, las funciones en H"(f2), junto con sus derivadas D%v de orden |v| < r, son cuadrado integrable en €.
Note que H°(Q) = L?(9).

Los espacios de Sobolev W™4(£2), una serie de propiedades importantes.

Teniendo en cuenta los indices que definen estos espacios, es natural que hay relaciones de inclusién para propor-
cionar algin tipo de ordenacion entre ellos. Tenemos una lista de un par de las relaciones de inclusién. Para enteros
no negativos r y k tal que » < k, se cumple que

WkaQ) c Wh(Q), 1<q¢g<oo (C.11)
Ademas, cuando €2 esta en la frontera
Wr(Q) c W), 1<g<¢ <oo (C.12)
Parar =1,2,..... Chen (2005)
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C.2. Espacios de Hilbert

Preposicion: || v ||:= y/(v,v) define una norma en el espacio de producto interno (V, (-, -)).
Dado un espacio de producto interno (V, (-,-)), hay una norma asociada definida en V,es decir, || v |:= /(v, v).
De este modo, un espacio de producto interior puede convertirse en un espacio lineal normado.
Definicion. Sea (V, (-, -)), sea un espacio de producto interno. Si al espacio lineal normado le asociamos (V, (|| - ||))
esta completo, entonces (V) (-, -)) es llamado un Espacio de Hilbert.

C.3. El Teorema de Lax-Milgram

Queremos demostrar la existencia y unicidad de la solucion del problema variacional (no simétrico):
Hallar u € V tal que, Brenner y Scott (2008).

a(u,v) =L(v) YveV (C.13)
donde V' es un espacio de Hilbert , L € V' y a(-,-) es continuo, coercitiva bilineal que no es necesariamente simé-

trica.
El teorema de Lax-Milgram garantiza la existencia y unicidad de la solucién a C.13.

C.4. Teorema: (Lax-Milgram)

Dado un espacio de Hilbert (V,(,)), una forma bilineal continua y coercitiva a(-,-), Y una funcion lineal
continua L € V’, existe una tinica u € V, tal que

a(a,v) = L(v) YveV. (C.14)
Prueba. para cualquier v € V| define una funcion Au por Au(v) = a(-,-) Yo € V.

Au es lineal desde

Au(avy + fug) = a(u, avy + Sog)
= aa(u,v1) + fa(u,vs) (C.15)
= aAu(v1) + BAu(vy) vi1,v2 € V,a,B € R.

Au es también continua ya que, para todo v € V,

[Au(v)] = [au, )] < C [ u|l]} v ], (C.16)

Aqui C es la constante de la definicion de continuidad para, a(-,-). Por lo tanto,

[Au(v)]
o]l

I Aw ||;p= sup <C|u|< oo (C.17)
v#0

Asi, Aue V',
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C.5. Teorema de la representacion de Riesz
Dado uw € H, recordar que un funcional lineal continuo L, puede ser definido en H por
Ly(v) = (u,v) (C.18)

el siguiente teorema demuestra que lo contrario también es cierto.
Teorema. (Teorema de la Representacion de Riesz). Cualquier funcional L lineal continuo en un espacio de
Hilbert H puede representarse tinicamente como

L,(v) = (u,v) (C.19)

para algin u € H. Ademas, tenemos
HH = w - (C.20)

Prueba. La unicidad se deriva de la no degeneracion del producto interno. Pues si u; y us son dos de tales
soluciones, tendriamos

0= L(u1 — UQ) — L(u1 — UQ)
= (u1,u1 — uz) — (ug,u1 — uz) (C.21)

= (Ul — U2,Ur — Uz)

lo que implica u; = ug, Brenner y Scott (2008).



Apéndice

Generalizacion del Tensor de dispersion
Hidrodinamica

Se supone que el flujo sigue la Ley de Fick, es decir Bear (1988),
7= ¢SD" -Vl n=w (D.1)

En este caso D" es el tensor de dispersion hidrodinamica para la componente 7 en la fase agua w y se expresa en
términos de la velocidad de Darcy como:

Uy |

Sw(D)ij = arpluy,|dij + (af — o)

donde 7 es la tortuosidad del medio poroso (7 > 1), ar es el coeficiente de dispersion mecéanica transversal, «y, es
el coeficiente de dispersion mecéanica longitudinal y D*" es el coeficiente de difusion molecular de la componente 7
en fase agua w.

Para el caso que estamos trabajando vamos a definir el tensor de la siguiente manera:

Dzz Dzy Drz
D= Dy, Dy Dy
Dzw Dzy Dzz

Ahora basados en la definicién anterior podemos escribir el desarrollo de cada componente del tensor de la forma
siguiente:
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U ) \Uw )z SwD;fUn
Dao = 6Suw(D1)ae = au,| + (ol — ag)( Jo(t)a &

Day = 680 (D) = (o] — iy )=o)y

Uy |

Dyy = ¢Sw(D)yy = aih|u,| + (F _ag)(uw)y(uw) ¢S,y D
‘Qw‘ T

Dye = 450 (D) = (o o L)

D,y = ¢$Su(D1). = (o] — a;)w

|, |

D2y = ¢Su(D >zy—<a2—a%>W
() () - L 98Dy

| | T

zz*d)s ( )ZZ*aT‘uw|+( _ag)
O de forma mas compacta:
(Uw)z (Uw)a ¢S D7

|| T

Day = Dy = 6Su(D1)ay — (o) — oty L))y

lu

mx*qﬁs ( )$$*aT|uw|+( 70/’]]’)

|

Dy. = Doy = 6Su(D1).0 = (ol — ath){t)z(tu)e

| |
Dyy = ¢Suw(Dy)yy) = aplu,| + (] — o) (uw|)y( | e ¢S TD*n
Dy = Dey = 050(DY)y = (0 = alp (1=l

) ) Sw DN
Dzz = d)Sw(DZ;)zz - a¥|gw| + (Oéz — O(gj) (u“ )Z(uu )z + d) w=w

|| T



Se aplico la definicion de la delta de Kronecker para el desarrollo de tensor de dispersiéon hidrodinamica.
Es una funcion de dos variables § : Z x Z — {0, 1} se define mediante la regla:

1, sii=j,
§i,j = .. .
0, sii#j,

y se llama el simbolo de Kronecker o la delta de Kronecker.
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Apéndice

Esquema de Diferencias Finitas en el Tiempo

Para la solucion del problema compuesto por las ecuaciones (5.2) y (5.3) se pueden emplear diferentes esquemas
en diferencias finitas para la discretizacion en el tiempo. Estos esquemas se conocen en general como esquemas
Theta.

E.0.1. Esquema Theta (¢) general

Si integramos la ecuacion (5.2) expresando el operador de la forma (5.7)con respecto al tiempo en el intervalo
[tn, tnt1] se tiene que:

tni1
G +/ [Loic— fo] dt =0 (E.1)
t

Al desarrollar el segundo término bajo la integral como una serie de Taylor respecto a un punto intermedio t*en el
intervalo [t,,t,+1] se obtiene:

9 N
[ x,tC — fQ] [ xtC—fQ]t*—Fa[ x,tC — fQ}t*(t—t)+0(t—t)2 (EQ)
entonces la integral resulta
tnit
| e foldt = [Lase = ik 002) (E.3)
tn
donde k = t,, 11 — t, es el paso del tiempo. al sustituir la ecuacion (E.3)en la ecuacion (E.1) se obtiene:
Cn+1 — "

El punto t* se puede expresar como ¢, + 0k, donde 0 < 6 < 1, entonces el segundo miembro de la ecuacion (E.4)
se puede aproximar mediante una interpolacion lineal de la siguiente manera:

[Loic— fo] = {(1—0)[Loic— falt, +0lLarc— fali .} (E.5)

Finalmente se obtiene la siguiente discretizacion con respecto al tiempo de la ecuacion (5.2), la cual se conoce como

esquema Theta:
cn+1 _ C7

[ = 0)[Leie— fal + 01— fol ™} +0(K) = 0 (.6)

donde los superindices se refieren a pasos en el tiempo, es decir
[Loic— fo]" = [Loc— falt, v " =ctn).
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E.0.2. Consideremos tres casos para Theta

1. Para 6 = 0, es decir con respecto al punto ¢,,, se obtiene un esquema en diferencias finitas hacia adelante en
el tiempo, también conocido como esquema completamente explicito ya que el paso n + 1se obtiene de una
expresion algebraica de los términos del paso anterior n.

cn—i—l — "
5 [Lage — ol +0(k) = 0 (E7)
c7z+1 cn
% = Z — [ z,tC — fQ] (ES)

Es un esquema simple, pero se ha demostrado que es condicionalmente estable cuando k < %(AQ)Q.
2. Para 0 = 1, es decir con respecto al punto ¢,1, se obtiene un esquema en diferencias hacia atras en el
tiempo, también conocido como esquema completamente implicito:

Cn—i—l _ Cn 1

o T Lo — fo] " +0(k) =0 (E.9)

Cn+1 Cn
z, e — E.10
o+ [Lage— fol™ 2 S (.10)
3. Para 6 = 2, es decir con respecto al punto al punto t, 4+ 1 5, se obtiene un esquema en diferencias finitas

centrales en el tiempo, también conocido como esquema de Crank—Nicolson:
e 1 n+1 2
L + 5 {[/.:%tc - fQ] + [ x,tC — fQ } + O k‘ (Ell)
o1 c 1

. 2 _ 2 - E.12
) +2[ re— fa]™* 2 2[ tc— fa]" (E.12)

Es un método incondicionalmente estable y es més preciso que los métodos anteriores.

E.0.3. Ecuacion parabdlica semi-descretizada empleando el esquema de
diferencias finitas hacia atras

La formulacion de las diferencias finitas hacia atras en el tiempo esquema implicito con

0=1es anﬂ + [Lyie — fo]"H = %, aplicando esta ecuacion al problema (5.2) y con la ecuacion (5.5) entonces
tenemos: 1
C k +[ V (D71+1 vcn—i-l) + v ( n+1 n+1) +’I“7L+1Cn+1 _ fn+1] ~ % (E13)
entonces 1 n
-V- (Dn+1 vcn+1) N v ( n+1 n+1) + (’I“nJrl*anLl) o~ % _|_fn+1 (E14)
n
de aqui tenemos
-V -(a-V)+V-(Bv)+yv=2¢ (E.15)
con condiciones de frontera ~V - (a-Vu)+ V- (Bv)+yv = ¢, x € IQ, donde v = c"*!; a = Qnﬂ; B ="t
T+ ¢ =S + [T Asf en la ecuacion (E.14) " (x) = c(z,tn41), es decir, no depende del tiempo,

entonces el problema parabohco se convierte en un problema eliptico en cada paso del tiempo.



Apéndice

Codigo que se utilizé para la Ecuacion de
Transporte

Presentamos el codigo en el Proyecto FEniCS, tomando en cuenta el método de elementos finitos en una
formulacion general, los espacios de funciones, la malla, las condiciones generales, condiciones de frontera, los tipos
de polinomios, el paso del tiempo, y mostramos los resultados.

__author__ = "Martin A. Diaz-Viera (mdiazv64@gmail.com), Mario Noyola Rodriguez"
__date__ = "2016-05-23"

__copyright__ = "Copyright (C) 2016 Martin A. Diaz-Viera"

__license__ = "GNU GPL Version 3.0"

from fenics import *

from mshr import *

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

def XYplot_profiles(nt, time, y_time, x_sec_min, x_sec_max, nx, xlab, ylab, fig title, legend):

# These are the colors that will be used in the plot
color_sequence = [’#1f77b4’, ’#aecT7e8’, ’#ff7f0e’, ’#ffbb78’, ’#2cal2c’,
’#98df8a’, ’#d62728°, ’*#ff9896°, ’#9467bd’, ’#c5b0d5’,
’#8cb64b’, *#c49c94’, ’#e377c2’, *#f7b6d2°, #TLTLTL’,
YH#CTCTcT’, #bcbd22’, #dbdb8d’, ’#17becf’, ’#9edaeb’]

fig = plt.figure()

fig.suptitle(fig_title, fontsize=12)

delta_x=(x_sec_max-x_sec_min)/nx

x_sec=np.multiply(range(0,nx+1,1),delta_x)
# plt.subplots(l, 1, figsize=(12, 14))

plt.xlim(x_sec_min, x_sec_max)
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plt.xlabel(xlab)
plt.ylabel(ylab)

plt.grid(True)
yt=np.zeros (nx+1)

for i in range(O,nt+1,1):
for j in range(O,nx+1,1):
yt[jl=y_time[j,i]
subfig = fig.add_subplot(l, 1, 1)
label = ’t = ? + str(time[i])
plt.plot(x_sec, yt, color=color_sequenceli % 20], label=label)
if legend:
subfig.legend ()
# subfig.grid(True)

# plt.show(block=True)
return fig

#Unit Conversion Factors
millidarcy=le-15 # [m~2]
millilitr=1e-6 # [m~2]
psi=6894.757 # [Pa]
minute=60 # [minute]=60 s
hour=3600 # [h]=3600 s
day=24*hour # [day]=86400 s

# Optimise compilation of forms
parameters["form_compiler"] ["cpp_optimize"] = True
parameters["form_compiler"] ["optimize"] = True

# Domain and mesh generation
dolfin.set_log_level(dolfin.DEBUG)

# Define 2D geometry

1=0.08 # core length L=0.08 [m]

d=0.038 # core diameter d=0.038 [m]

r=d/2 # core radius

xmin=0.

xmax=d

ymin=0.

ymax=1

domain = Rectangle(dolfin.Point(xmin, ymin), dolfin.Point(xmax, ymax))
dolfin.info("\nVerbose output of 2D geometry:")
dolfin.info(domain, True)

# Creating a mesh generator object gives access to parameters of the
generator = CSGCGALMeshGenerator2D()
generator.parameters["cell_size"] = 0.25
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generator.parameters["mesh_resolution"] = 30.0

generator.parameters["edge_truncate_tolerance"] = -1.0
generator.parameters["triangle_shape_bound"] = 0.125
#generator.parameters["pixel_size"] = le-16

generator.parameters.values()
generator.parameters.to_dict()

# Generate and plot mesh
mesh = dolfin.Mesh()
mesh = generate_mesh(domain, 64)

print "hmin =", mesh.hmin()
print "hmax =", mesh.hmax()

print "num. cells =", mesh.num_cells()

print "num. edges =", mesh.num_edges()

print "num. faces =", mesh.num_faces()

print "num. facets =", mesh.num_facets()

print "num. vertices =", mesh.num_vertices()
print "+t b i i o o oo - "

plot(mesh, "2D mesh")
interactive()

n = FacetNormal (mesh)

#Define function space

fs_order = 1 # function space order

V = FunctionSpace(mesh, ’Lagrange’, fs_order)

PecletGlobal=100

# Physical parameters, functional forms and boundary conditions

R=1 # Adsorption term
print "Adsorption term, R =", R
u_in=0.0223/day # Injection velocity [m/s]

print "Injection velocity, u_in =", u_in, ’[m/s]’

u_x=0 # Darcy velocity in the x-direction [m/s]

print "Darcy velocity in the x-directiom, u_x =", u_x, ’[m/s]’
u_y=u_in # Darcy velocity in the y-direction [m/s]

print "Darcy velocity in the y-direction, u_y =", u_y, ’[m/s]’
alfa_L=1/PecletGlobal #Longitudinal dispersion coefficient [m]

print "Longitudinal dispersion coefficient, alfa L =", alfa_L, ’[m]’

alfa_T=0 # Transversal dispersion coefficient [m]
print "Transversal dispersion coefficient, alfa_T =", alfa_T, ’[m]’
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D_xx= alfa_L*u_x # [m2/s]

print ", Dxx =", D_xx, ’[m2/s]’

D_xy=0 # [m2/s]

print ", Dxy =", D_xy, ’[m2/s]’

D_yx=D_xy # [m2/s]

print ", Dyx =", D_yx, ’[m2/s]’

D_yy= alfa_L*u_y # [m2/s]

print ", Dyy =", D_yy, ’[m2/s]’

q_c=0 # Source term

print "Source term, g_c =", q_c, ’[ppm/s]’
cO= 1326.2 # Initial concentration [ppm]
print "Initial concentration, cO =", cO, ’[ppm]’
c_in=c0/100 # [ppm]

print "Injected concentration, c_in =", c_in, ’[ppm]’
#Time

t_0=0 # [s] #Initial time

print "Initial time, t_0 =", t_0, ’[s]’
t_N=400000 # [s] #End time

print "Final time, t_N =", t_N, ’[s]’

dt = 2500 # Time step

print "Time step, dt =", dt, ’[s]’

NT=int ((t_N-t_0)/dt) #Number of time steps
print "Number of time steps, NT =", NT

# Hydrodinamic dispersion tensor

D = as_matrix(((D_xx, D_xy), (D_yx, D_yy)))
# Vector velocity

u = as_vector([u_x, u_yl)

# Boundary Conditions

boundary_parts = FacetFunction("size_t", mesh)
#Boundary condition at the bottom
class BottomBoundary(SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
tol = 1E-14 # tolerance for coordinate comparisons
return on_boundary and abs(x[1] - ymin) < tol

Gamma_1 = BottomBoundary()
Gamma_1.mark (boundary_parts, 1)

#If Dirichlet condition
c_B = Constant(c_in)
bc1=DirichletBC(V, c_B, boundary_parts, 1)

#Boundary condition at the right
class RightBoundary(SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
tol = 1E-14  # tolerance for coordinate comparisons



return on_boundary and abs(x[0] - xmax) < tol

Gamma_2 = RightBoundary()
Gamma_2.mark(boundary_parts, 2)

#Boundary condition at the top
class TopBoundary(SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
tol = 1E-14  # tolerance for coordinate comparisons
return on_boundary and abs(x[1] - ymax) < tol

Gamma_3 = TopBoundary()
Gamma_3.mark(boundary_parts, 3)

#Boundary condition at the left
class LeftBoundary(SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
tol = 1E-14 # tolerance for coordinate comparisons
return on_boundary and abs(x[0] - xmin) < tol

Gamma_4 = LeftBoundary()
Gamma_4.mark (boundary_parts, 4)

becs = [beill

dx=Measure(’dx’) [boundary_parts]
ds=Measure(’ds’) [boundary_parts]

#Initial condition
c_0 = Expression(’cO + t’,c0=c0,t=t_0, degree=1)
c_1 = project(c_0, V)

# FIXME: Select a ’good’ quadrature degree

ffc_parameters = {"quadrature_degree": fs_order + 1, "representation":

# Define Trial and Test functions
¢ = TrialFunction(V)
TestFunction (V)

# Variational forms and problem
a = Rxcxwxdx + dt*inner (nabla_grad(w), dot(D,nabla_grad(c))-u*c)*dx \
+ dt*u_y*c*wxds(3)

=
I

(R¥c_1 + dt*q_c)*wxdx #- dt*g_in*wxds(1)

#A = assemble(a, exterior_facet_domains=boundary_parts)
assemble(a)
None

T =
o

c_file = File("vtk/concentration.pvd")

"quadrature"}
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¢ = Function(V) # the unknown at a new time level

t =t_0

i=0

time=np.zeros (NT+1)
c_t_in=np.zeros(NT+1)
c_t_out=np.zeros(NT+1)

NY=100
delta_y_section=(ymax-ymin)/(NY)

y_section=np.multiply(range(0,NY+1,1),delta_y_section)
cy_time=np.zeros((NY+1, NT+1))

for jj in range(O,NY+1,1):
cy_time[jj,0] =cO

while t < t_N:

# b = assemble(L, exterior_facet_domains=boundary_parts)
b = assemble(L, tensor=b)
c_ 0.t =t

for bc in bcs:
bc.apply (A, b) #if Dirichlet conditions
solve(A, c.vector(), b)
t += dt
i=i+1
c_1l.assign(c)
c_e = interpolate(c_0, V)
maxdiff = np.abs(c_e.vector().array()-c.vector().array()) .max()
print ’Max error, t=%.2f: %-10.3f’ % (t, maxdiff)
ch = project(c)
ch.rename("conc", "conc")
c_file << ch, t
time[i]=i*dt
c_t_in[i]=c(r,0)
c_t_out[i]=c(r,1)

for jj in range(O,NY+1,1):
cy_time[jj,i] =c(r, jj*delta_y_section)

#plt.show(block=True)
xlab=’y-coordinate [m]’
ylab="C [ppm]’

nt=NT

nx=NY
x_section=y_section
y_time=cy_time
X_sec_min=ymin



X_sec_max=ymax
fig_title=’conc vs time’
legend=False

XYplot_profiles(nt, time, y_time, x_sec_min, x_sec_max, nx, xlab, ylab, fig_title, legend)

xlab="Time [s]’

ylab="C [ppm]’

xmin=t_0

xmax=t_N

symbol_color=’r-’

XYplot(time, c_t_in, xmin, xmax, xlab, ylab, symbol_color)
XYplot(time, c_t_out, xmin, xmax, xlab, ylab, symbol_color)
df=pd.DataFrame(c_t_out)

df .to_

print
print
print
print
print
print
print

csv(’c_t_out.csv?)

"Dyy =", D_yy

uu_y =n, uy

"Peclet Global =", PecletGlobal
"hmin =", mesh.hmin()

"Peclet Local minimo =", Pe_y_min
"hmax =", mesh.hmax()

"Peclet Local maximo =", Pe_y_max
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