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Resumen

En este trabajo de tesis se desarrollé un modelo general de flujo y transporte en medios
porosos a escala de laboratorio, el cual fue aplicado para la simulaciéon del desprendimiento,
migracién y bloqueo por finos durante un proceso de inyecciéon de agua de baja salinidad
(LSWEF, por sus siglas en inglés).

El proceso de inyeccion de agua de baja salinidad es considerado como un método de
recuperacion mejorada y consiste en inyectar agua con una salinidad menor al agua presente
en el yacimiento provocando una serie de efectos entre los que se incluye los fenémenos de
desprendimiento, migracién y bloqueo por finos que pueden modificar la permeabilidad de
la roca y por consiguiente alterar el flujo en el yacimiento.

En el desarrollo del modelo se utilizé una metodologia de modelaciéon sistematica y desde
el punto de vista metodolégico, se describen cada una de las etapas, que consiste en los
modelos conceptual, matematico, numérico y computacional.

Se obtuvo un modelo matematico general de flujo y transporte en medio porosos, aplican-
do la formulacién axiomatica de la modelacion de medios continuos, donde el modelo de flujo
es monofasico ligeramente compresible, mientras que el modelo de transporte es multicom-
ponente e incluye varios fenémenos fisico-quimicos relevantes tales como adveccion, difusion,
dispersién, adsorcién-desorcién y diversas reacciones.

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales no-lineal se resolvié numéricamente en
el espacio mediante el método de elementos finitos; mientras que en el tiempo se aplico el
método de diferencias finitas hacia atras, resultando un esquema numérico completamente
implicito. Las tres diferentes formulaciones del método de elementos finitos: clasica (CL), el
mixta (MX) y el mixta-dual (MD), fueron validadas para un caso de referencia y se realizé
una comparacion en términos del orden de convergencia y su desempeno, resultando ser mas
optimo el método mixto-dual, mostrando una mejor aproximacion tanto en el calculo de la
velocidad como en el de la presion.

La implementacién computacional se realizé mediante el lenguaje de programacion Pyt-
hon 2.7 utilizando el proyecto FEniCS 2017.1, el cual es un software de codigo abierto y
multiplataforma (Windows/Linux).

Finalmente, el modelo de flujo y transporte acoplado fue aplicado para un caso de estudio
de desprendimiento, migracion y bloqueo por finos. Las soluciones numéricas obtenidas con

la implementacion en FEniCS 2017.1 son comparadas con las obtenidas con el software

comercial COMSOL Multiphysics@®).
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Abstract

In this thesis was developed a general model of flow and transport in porous media at
laboratory scale, which was applied for the simulation of detachment, migration and blockage
by fines during an injection process, of low salinity water (LSWTI).

The process of injecting low salinity water, considered as an improved recovery method,
consists of injecting water with a salinity lower than the water present in the reservoir causing
a series of effects including the phenomena of detachment , Migration and blockage by fines
that can modify the permeability of the rock and consequently alter the flow in the reservoir.

In the development of the model, a systematic modeling methodology was used and
from the methodological point of view, each stage is described, consisting of conceptual,
mathematical, érico and computacional.

A general mathematical model of flow and transport in porous medium was obtained,
applying the axiomatic formulation of the continuous media modeling, where the flow mo-
del is slightly compressible monofasic, while the model of Multicomponent transport in-
cludes several relevant physicochemical phenomena such as advection, diffusion, dispersion,
adsorption-desorption and reactions.

The system of partial differential equations was solved numerically in space by the fini-
te element method using three different formulations: the classical method (CL), the mixed
(MX) and the mixed-dual (MD). Whereas in time the method of finite differences was applied
backwards, resulting in a completely implicit numerical scheme. The computational imple-
mentation was done in the Python 2.7 programming language using the FEniCS 2017.1
project, which is open source and multiplatform software (Windows / Linux).

The flow model was validated for a reference case and a comparison was made between the
three finite element formulations in terms of the order of convergence and their performance,
resulting in the optimization of the dual-mixed.

Finally, the coupled flow and transport model was applied in two cases of fine migration
study. Numerical solutions obtained with the implementation in FEniCS 2017.1 are compared
with those obtained with commercial software COMSOL Multiphysics®).
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Introduccion

La motivacién de la presente tesis fue desarrollar un modelo general de flujo monofasico
y transporte multicomponente en medios porosos a escala de laboratorio con condiciones de
frontera generales de tipo Neumann y Dirichlet, usando el método de elementos finitos mix-
tos e implementarlo computacionalmente en un script mediante el lenguaje de programacién
Python 2.7 usando FEniCS Project 2017.1 el cual es libre, de cédigo abierto y multipla-
taforma (Linux, Windows, Mac), con el objetivo de simular numéricamente un proceso de
desprendimiento, migracién y bloqueo de poros por finos mediante la técnica de recupera-
ciéon mejorada de hidrocarburos de inyeccién de agua de baja salinidad, la cual consiste en
inyectar agua con una salinidad menor al agua presente en el yacimiento.

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales del caso de estudio es no-lineal debido a
que estd acoplado dinamicamente, ya que al reducir lo suficiente la salinidad de la salmuera de
inyeccion, provoca que los finos adheridos a la roca comiencen a desprenderse, generando finos
moviles que migran con el fluido, los cuales dependiendo de su tamano y de la distribucién
de los poros, se van quedando atorados en el trayecto, tapando los poros y bloqueando el
flujo, por lo que se reduce la permeabilidad absluta del medio y que a su vez se manifiesta en
un aumento de la presion para mantener el gasto constante que se le impuso, lo que implica
la velocidad advectiva, la cual es un ingrediente importante en la ecuacién de adveccién-
dispersién de la salinidad y de los finos moviles. Dicho sistema de ecuaciones se resolvio
numéricamente en el espacio mediante el método de elementos finitos mixtos; mientras que
en el tiempo se aplicd el método de diferencias finitas hacia atras, resultando un esquema
numérico completamente implicito.

En el capitulo uno se explica brevemente la metodologia general para desarrollar sis-
tematicamente un modelo y cada una de sus etapas correspondientes, las cuales consisten en
el modelo conceptual, matematico, numérico y computacional.

En el capitulo dos se hace una introducciéon al Método de Elementos Finitos con el
cual se hace la aproximacién numérica de los modelos matematicos a desarrollar para que
se puedan implementar en una plataforma computacional. Se describe el desarrollo de la
formulacién débil para la ecuacién de Poisson por el Método de Elementos Finitos, clasico,
mixto y mixto-dual.

En el capitulo tres, se describe el proyecto FEniCS; el cual es una colecciéon de com-
ponentes de software libre de cédigo abierto, con el objetivo comtin de permitir la solucion
automatizada de ecuaciones diferenciales. Los componentes proporcionan herramientas de
computacién cientifica para trabajar con mallas computacionales, formulaciones variaciona-
les de elementos finitos de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales y algebra lineal
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numérica [18]. Se describe brevemente cada uno de sus médulos y su interaccion. Se muestra
como ejemplo, la forma de implementar la ecuaciéon de Poisson en su formulacién variacional
clasica, mixta y mixta-dual.

En el capitulo cuatro se desarrolla un modelo de flujo monofasico ligeramente compre-
sible y se muestra el desarrollo de las formulaciones variacionales con el método de elementos
finitos clasico, mixto y mixto-dual, para discretizar el espacio y el método de Euler hacia
atras para discretizar el tiempo. Se hace un analisis de las tasas de las convergencias de los
tres métodos de elementos finitos: clasico, mixto y mixto-dual.

En el capitulo cinco se desarrolla el modelo de transporte el cual mantiene una velocidad
constante y se resuelve numéricamente en el espacio mediante el método de elementos finitos
estandar, mientras que para para discretizar el tiempo se aplica el método de Euler hacia
atras.

En el capitulo seis se desarrolla el modelo de flujo y transporte y se resuelve numérica-
mente mediante el método de elementos finitos para discretizar el espacio, donde se derivan
la formulacién variacional mixta-dual para la ecuaciéon de flujo y las formulaciones variacio-
nales estandar de las ecuaciones de transporte, mientras que para para discretizar el tiempo
se aplica el método de Euler hacia atras. Finalmente se resuelven simultaneamente en un
sistema de ecuaciones no-lineales.

En el capitulo siete se realiza un caso de estudio para la simulacién del proceso de recu-
peracion mejorada de hidrocarburos a escala de laboratorio, mediante la técnica de inyeccion
de agua de baja salinidad (LSWF por sus siglas en inglés) y se realizan las simulaciones
numéricas en dos dimensiones de un problema de migracion de finos usando datos tomados
de la literatura y se compararon los resultados obtenidos con los publicados y obtenidos con
COMSOL Multiphysics®).

Se demostré que la metodologia de la modelacién matematica y computacional es una
metodologia adecuada y apropiada para desarrollar modelos. Por otro lado, se implementd
un modelo de flujo y transporte usando la formulaciéon mixta-dual del método de elementos
finitos para simular pruebas de laboratorio a escala de nicleo desarrollando un software con
el lenguaje de programacion Python basado en FEniCS Project 2017.1. Este modelo se aplic
exitosamente para el problema de migracién de finos en el caso de estudio de inyeccién de
agua de baja salinidad usando datos tomados de la literatura.

Como trabajo futuro, se desea desarrollar modelos multifasicos y multicomponentes de
flujo y transporte multiescala, con un gran potencial en su aplicacién a la modelacion de
yacimientos heterogéneos. Obtener un modulo de optimizacion para realizar el ajuste de
datos, un médulo de conversién de unidades y una interfaz grafica para los usuarios.



Capitulo 1

Metodologia de la modelaciéon

En el presente capitulo se explica brevemente la metodologia general para desarrollar
sistematicamente un modelo y cada una de sus etapas correspondientes.
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El medio mas efectivo para predecir el comportamiento de un sistema de la naturaleza
y anticiparse a los acontecimientos es la metodologia de la modelacion, la cual consiste en
construir y desarrollar modelos de los sistemas de interés. Un modelo de un sistema es un
sustituto del sistema original cuyo comportamiento imita y reproduce, con cierto grado de
aproximacion, el correspondiente comportamiento del sistema original.

La manera en que se construyeron los modelos en esta tesis, fue siguiendo la metodologia
de la modelacion matemadtica y computacional, la cual es una metodologia conveniente para
modelar y que formalmente consta de cuatro etapas: la modelaciéon conceptual, matematica,
numérica y computacional, como se puede observar en la figura (I.T]).

1"

"PROBLEMA =

W e o

MODELO
CONCEPTUAL

FORMALIZACION
AJUSTE

CASO DE MODELO
ESTUDIO MATEMATICO

DHSCREWZACION

- DESARROLLO
APLICECION
. MODELO
VALIDACIOMN NUMERICO
COMPROBACION IMPLEMEN TA CION

MODELO
COMPUTACIONAL

Figura 1.1: Proceso de la metodologia de la modelacion.
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1.1. Modelacién conceptual

El primer paso en el proceso de la modelacion es la construccién de un modelo concep-
tual del sistema y su comportamiento. En el modelo conceptual del problema a resolver,
se establecen los supuestos, los alcances y las limitaciones del modelo. Este paso incluye
una descripcion verbal de la composicién del sistema, los fenémenos fisicos involucrados, los
mencanismos que lo gobiernan y las propiedades relevantes del medio en donde ocurren. La
descripcion toma la forma de una serie de suposiciones, seleccionadas subjectivamente por el
modelador, para expresar en palabras su entendimiento y aproximacion del sistema real y los
procesos que ocurren dentro de éste, con el objetivo de proveer la informacion requerida. Por
su cualidad de ser una versién subjetiva y simplificada del sistema real, no existen modelos
unicos para un sistema poroso dado. Distintos conjuntos de suposiciones simplificadas, cada
uno adecuado para obtener la informacion requerida, resultara en un modelo distinto.

1.2. Modelacion matematica

La etapa de la modelacion matemdtica consiste en obtener una representacién matemaética
del comportamiento del sistema a estudiar, lo cual implica una descripcion satisfactoria de
cada una de las hipdtesis del modelo conceptual en forma de relaciones matematicas.

En el presente trabajo, para desarrollar los modelos matemaéticos se utilizo el enfoque de
la formulaciéon axiomatica para la modelacién de los sistemas de medios continuos, explicado
con més detalle en el apéndice [Bl donde se describe el comportamiento de las propiedades
intensivas en correspondencia con las propiedades extensivas en las ecuaciones de balance
global y después mediante ecuaciones de balance local, se desarrolla el conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales. Esto se realiza para cada componente en cada fase, posteriormente, se
especifican leyes constitutivas que estén ligadas con la naturaleza del problema. Finalmente,
el modelo se completa especificando las condiciones iniciales y de frontera para que resulte
en un problema bien planteado y tenga solucion tnica.

1.3. Modelacion numérica

El modelo numérico es una version discretizada del modelo matematico, cuyas soluciones
son aproximadas hasta cierto nivel de error pero que a su vez deben de ser consistentes con
la solucion del modelo matematico, porque salvo para los problemas mas sencillos, no es
posible obtener por métodos analiticos las soluciones de tales ecuaciones, que son las que
permiten predecir el comportamiento de los sistemas. En cambio, la diversidad y complejidad
de problemas que pueden ser tratados con métodos numéricos es impresionante.

En el presente trabajo, las ecuaciones diferenciales parciales se resolvieron numéricamente
en el espacio mediante el método de elementos finitos usando tres diferentes formulaciones:
el método clasico, el mixto y el mixto-dual. Mientras que en el tiempo se aplicd el método
de diferencias finitas hacia atras, resultando un esquema numérico completamente implicito.
Los tres esquemas de los elementos finitos se detallan mas en el capitulo
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1.4. Modelacién computacional

En la cuarta etapa se realiza la modelacion computacional donde se traduce el mode-
lo numérico a cierto lenguaje de programacién para ser implementado en un sistema de
coémputo especifico. Son los resultados de éste, el producto final del proceso de la mode-
lacion. Las ventajas de este modelo frente a los modelos fisicos es que se pueden realizar
distintas simulaciones tinicamente variando los parametros de entrada del modelo facilmen-
te. En la actualidad, la simulacién computacional permite estudiar sistemas complejos como
fenémenos naturales, lo que seria muy costoso, peligroso o incluso imposible de estudiar por
experimentacién directa.

En el presente trabajo, la implementacion computacional se realizé mediante el lenguaje
de programacion Python 2.7 utilizando el Proyecto FEniCS 2017.1, que es una colecciéon
de bibliotecas libres de cédigo abierto y multiplataforma (Windows/Linux), para la resolu-
cién automatizada de ecuaciones diferenciales por el método de elementos finitos. Se puede
encontrar informacién mas detallada sobre el Proyecto FEniCS en el capitulo Bl

1.5. Validacion

La wvalidacion del modelo es la etapa donde se corrobora que los resultados obtenidos con
el modelo tienen una buena aproximacion del fenémeno en cuestion que se desea describir,
haciendo comparaciones entre las soluciones obtenidas por el modelo computacional y las so-
luciones analiticas del modelo matematico realizadas con ciertas consideraciones, o también,
con resultados publicados de pruebas de laboratorio.

1.6. Casos de estudio

Los casos de estudio se desarrollan para estudiar y analizar el fenémeno especifico de
interés que se desea reproducir, donde se proponen datos de entrada particulares con los
cuales se resolvera el modelo propuesto para poder predecir lo més aproximado posible el
comportamiento del sistema bajo las condiciones supuestas.



Capitulo 2

Introduccion al Método de Elementos
Finitos

En el presente capitulo se hace una introduccion al Método de Elementos Finitos con el
cual se hace la aproximaciéon numérica de los modelos matematicos a desarrollar para que
se puedan implementar en una plataforma computacional. Se describe el desarrollo de la
formulacién débil para la ecuacién de Poisson por el Método de Elementos Finitos, clasico,
mixto y mixto-dual.



6 Capitulo 2. Introduccién al Método de Elementos Finitos

El método de elementos finitos es actualmente uno de los mas populares y poderosos
para resolver problemas diferenciales con dominios de forma compleja [27]. Fue desarrollado
a partir de 1950 [9], por ingenieros y matematicos como un método general para la solucién
numérica de ecuaciones diferenciales parciales en su forma variacional, las cuales caracterizan
el comportamiento de un fenémeno fisico sobre un medio continuo , dividiendo el dominio
en subdominios no intersectantes entre si denominados elementos finitos. El conjunto de
elementos finitos forma una particion del dominio, también denominada discretizacion. Den-
tro de cada elemento se distinguen una serie de puntos representativos llamados nodos y al
conjunto de nodos considerando su adyacencia se le denomina malla. El conjunto de rela-
ciones entre el valor de una determinada variable en los nodos, se puede escribir como un
sistema de ecuaciones lineales (o linealizadas). El nimero de ecuaciones de dicho sistema
es proporcional al niimero de nodos. La solucién obtenida es sélo aproximada, coincidiendo
con la solucion exacta en los nodos, mientras que en el resto de puntos que no son nodos, la
solucion aproximada se obtiene interpolando los resultados obtenidos en los nodos.

2.1. Definicion de elemento finito

Una vez dividido el dominio €2 en celdas, se puede definir un espacio de funciones locales
Y en cada celda T y utilizar estos espacios de funciones locales para construir el espacio de
funciones global V},. Una celda T' junto con un espacio de funciones local ¥V y un conjunto
de reglas para describir las funciones en V es llamado elemento finito. Esta definicion fue
formalizada por primera vez por Ciarlet [I0] y permanece hasta hoy la formulacién estandar
[6]. La definicién formal dice lo siguiente: un elemento finito esté definido por una tripleta

(T,V, L), donde

» El dominio T es un subconjunto cerrado y acotado de R? (para d = 1,2,3,...) con
interior no vacio y suave a tramos en la frontera.

» El espacio V = V(T') es un espacio de funciones sobre 17" de dimension finita n.

» El conjunto de los grados de libertad (nodos) £ = {li,[s,...,1,} es una base para el
espacio dual V'; es decir, el espacio de funcionales lineales acotados sobre V.

Los elementos que se utilizan en la presente tesis se encuentran en la tabla (2.])

Elemento Finito Abreviatura | Espacio de Sévolev | Conforme
Lagrange CG H! si
Discontinuous Lagrange DG L? si
Brezzi-Douglas-Marini BDM H (div) si
Raviart-Thomas RT H(div) si

Cuadro 2.1: Tipos de elementos finitos utilizados en la presente tesis, incluyendo su nombre
completo, abreviatura y el respectivo espacio de Sobolev en que los elementos son conformes
o no-conformes.
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2.2. Notacion

El espacio de polinomios de grado superior ¢ sobre un dominio 77 C R? estd denotado
por P,(T) y los correspondientes campos del d-vector por [P,(T)]%.

Un espacio de elementos finitos E es llamado V-conforme si E C V. Sino, este es llamado
(V-) no conforme.

Los elementos de £ se denominan generalmente como los grados de libertad del elemento
(T, V, L). Cuando se describen familias de elementos finitos, usualmente se ilustran los grados
de libertad con una cierta notacién esquemética como se puede apreciar en la tabla (22I)

Evaluacién en un punto.

Evaluacién de todas las primeras derivadas.

Evaluacién de todas las segundas derivadas.

Evaluacién de la componente direccional.

Evaluacién de la derivada direccional.

oENONs

Evaluacién de los momentos interiores.

Cuadro 2.2: Notacion esquematica utilizada para los grados de libertad.

2.3. Definicion de malla

Para definir V},, primero se divide el dominio € en un conjunto finito de celdas 7, = {T'}
con interiores disjuntos tales que

=2 (2.1)

TeT),

Juntas, estas celdas forman una malla del dominio §2. Las celdas tipicamente son formas
poligonales simples como intervalos, tridangulos, cuadrilateros, tetraedros o hexaedros como
se muestra en la figura (2.I]), pero también son posibles otras formas, en particular las celdas
curvadas para capturar correctamente la frontera de un dominio no-poligonal.

AN

Figura 2.1: Ejemplos de celdas de elementos finitos en una, dos y tres dimensiones.
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2.4. Elementos de Lagrange

El elemento finito méas conocido y mas utilizado es el elemento de Lagrange P;, sin embar-
go hay toda una familia de elementos parametrizados por el grado polinomial. Los elementos
de Lagrange de grado superior ofrecen mejores propiedades de orden de aproximacion [25].

El elemento de Lagrange (CG,) estd definido para ¢ = 1,2, ... por:

T € {intervalo, triangulo, tetraedro} (2.2)
V ="P,T) (2.3)
L) =v(2"), i=1,..,n(q) (2.4)

donde {z'}"? es una enumeracién de puntos en 7' definida por

i/q 0<1i<yq, intervalo T
X = (i/q,7/q) 0<i+j<q, triangulo T (2.5)
(i/q,7/q,k/q) 0<i+j+k<gq, tetraedroT

La dimension de los elementos finitos de Lagrange corresponde a la dimensién de los polino-
mios completos de grado g sobre T" y es:

q+1, intervalo T
n(q) = sa+1D(g+2), triangulo T (2.6)
Ha+1)(g+2)(g+3), tetraedroT

ENEENEEN
B, i B

Figura 2.2: Elemento de Lagrange C'G, en un tridngulo para ¢ = 1,2, 3,4, 5, 6.

2.5. Elementos de Brezzi-Douglas-Marini

Los elementos Brezzi-Douglas-Marini (BDM,) fueron introducidos por [7] para formu-
lalciones mixtas de ecuaciones elipticas de segundo 6rden y estan definidos para ¢ = 1,2, ...
por

T € {triangulo, tetraedro} (2.7)

V= [PT)) (28)
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Figura 2.3: Elemento de Lagrange C'G, en un tetraedro para ¢ = 1,2, 3,4, 5,6.

[ v-npds, para un conjunto de func. base p € P,(f) para cada faceta f

L= !
!Q-}_)dg, para un conjunto de func. base p € NED;_I(T) para q = 2
(2.9)
donde N ED;_1 se refiere a los elementos de Nédélec H (curl) de primer orden.
La dimensién de los elementos BDM, es:
B (g+1)(qg+2), triangulo T
n(a) = { %(q +1)(¢+2)(q+3), tetraedroT (2.10)

. :&:;Q{
T TTT T

Figura 2.4: Elementos Brezzi-Douglas-Marini de primero, segundo y tercer grado sobre
triangulos y tetraedros.

2.6. Elementos discontinuos de Lagrange

Los elementos Lagrange discontinuos (DG, ) estan definidos para ¢ = 0,1,2, ... por

T € {intervalo, triangulo, tetraedro} (2.11)



10 Capitulo 2. Introduccién al Método de Elementos Finitos

VY =P,(T) (2.12)
li(v) = v(z") (2.13)
donde {z'}"? es una enumeracién de puntos en T definida por

i=1

i/q 0<i<yg, intervalo T
T = (i/q,7/q) 0<i1+y<q, triangulo T (2.14)
(i/q,j/q.k/q) 0<i+j+k<gq, tetraedroT

La dimensién de los elementos DG, es:

q+1, intervalo T
n(q) = s(a+1)(g+2), triangulo T (2.15)
Ha+1)(g+2)(g+3), tetraedroT

A A A
bbb b

Figura 2.5: Elementos de Lagrange discontinuos de cero, primero, segundo y tercer grado
sobre triangulos y tetraedros.

Figura 2.6: Elemento de Lagrange discontinuo cuadratico. Todos los grados de libertad de
un elementos finito de Lagrange discontinuo son internos al elemento, lo que significa que no
se impone ninguna continuidad global por estos elementos.

2.7. Elementos de Raviart-Thomas

Los elementos de Raviart-Thomas fueron introducidos por Raviart y Thomas en 1977
[23] y fueron los primeros elementos para discretizar la forma mixta de ecuaciones elipticas
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de primero y segundo 6rden sobre tridangulos. Su espacio de elementos V esta disenado de
modo que sea el espacio polinomial mas pequeno V C P,(7T), para ¢ = 1,2, ... a partir de la
cual la divergencia se mapea con P,_(7"). La siguiente definicién se basa en una presentada
por Nédélec [21] y en ocasiones este es referido como el elemento de Raviart-Thomas-Nédélec.

El elemento de Raviart-Thomas (RT,) estd definido para ¢ = 1,2, ... por

T € {triangulo, tetraedro} (2.16)
V= [P1(D)* + 2P, (T) (2.17)
v - npds, para un conjunto de func. base p € P,_1(f) para cada faceta
q
L= Y
Ju- pdx, para un conjunto de func. base p € [P,—2(T)]4 para q > 2
T
(2.18)
La dimension de los elementos RTj es:
q(g+1)(q¢+3), tetraedroT

F.
—

!

Figura 2.7: Elementos Raviart-Thomas de primero, segundo y tercer grado sobre triangulos
y tetraedros.

+ 2), triangulo T
n(q) = { a4 +2) g (2.19)
2

2.8. Ejemplo: la ecuacién de Poisson

El objetivo de esta seccion es mostrar como obtener la forma variacional de la ecuacion de
Poisson (2.20), con condiciones de frontera generales del tipo Dirichlet y Neumann, mediante
tres variantes del método de elementos finitos: Clasica, Mixta y Mixta-Dual.

—V-(Vp)=f, VzeQ (2.20)
p(z) = po(z), Vze€dp (2.21)
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—(Vp) - n=go(z), Vaediy (2.22)

Aqui, p = p(z) es la funcién desconocida, f = f(z) es una funcién dada, 2 es el dominio
espacial, pg = po(z) es un valor (que también puede ser una funcién) impuesto sobre la
frontera de  de tipo Dirichlet 0Q2p donde la solucién p es conocida, n es el vector normal
a la frontera de 02 y gs = go(x) es un valor (que también puede ser una funcién) impuesto
sobre la frontera de Q de tipo Neumann 0Qy, donde 99 = 0Qp U0QxN y 0Qp NIy = 0.

2.8.1. Formulacion variacional clasica

Seap € W = {pe H(Q) : pla) = ps(x), Vo € 9Qp} la funcién incégnita a ser
aproximada llamada funcion de prueba donde:

HY Q) ={w e L*Q) : Vw € L*(Q)} es el espacio de Sobolev
L*(Q) = {w: [, ||w|]’dz < oo} es un espacio vectorial normado.

El primer paso para obtener la formulacién variacional clasica es multiplicar la ecuacién
[Z20) por una funcion w € W = {w € HY(Q) : w(z) = 0, Vz € dQp}, conocida como
funcion de peso e integrar la ecuacion resultante sobre el dominio €.

- [0 (Tppuds = [ fwds (2.23)
Q

Q

Las funciones de prueba y de peso pertenecen a ciertos espacios W y W llamados espacios
de funciones de prueba y de peso respectivamente que especifican las propiedades de las
funciones.

Una regla comuin cuando se deducen formulaciones variacionales es transformar una deri-
vada espacial de segundo érden de p, en una primera derivada de p y w, aplicando la formula
de integracion por partes:

—/(V-(Vp))w@:/Vp-dez— /w(Vp)-ndz— /w(Vp)-ﬂdz (2.24)

Q 0N MNp

donde (Vp) - n es la derivada de p en la direccién del vector normal n sobre la frontera 0f).

Sustituyendo la ecuacién [224)) en la ecuacién ([Z23) y reacomodando términos

[vp-vudz= [ foazs [ w(@p) ndes [ w(vp) nds (2.25)

oQN p

Una caracteristica de la formulacién variacional clasica es que dado que w € W entonces
la funcién de peso w = 0 en las partes de la frontera donde la solucién p es conocida, es
decir, en toda la frontera de tipo Dirichlet 0Q2p.

Por lo tanto, al aplicar las condiciones de frontera de Dirichlet (£76) y Neumann (2.22)),
la integral sobre la frontera de Dirichlet de la ecuacién (225]) es igual a cero, obteniendo
finalmente la forma variacional cldsica del problema original (Z.20)-([Z22]):
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/ Vp - Vwdz = / fwdz — / gudz (2.26)

Q Q 12193

Para mantener esta ecuacion para todas las funciones de peso w en un espacio adecuado W,
se obtiene un problema matematico bien definido que tUnicamente determina la solucién p
que se encuentra en algin espacio de funciones W posiblemente diferente.

La afirmacién correcta del problema variacional clésico es: Encontrar p € W tal que

/Vp dex—/fwda:— / gquwdz, NYweW (2.27)

Q QN

El problema variacional (ZZ1) es un problema continuo, pues define la solucién p en el
espacio de funciones de dimension infinita W.

Notese que la condicion de Dirichlet p = ps en 0€2p entra directamente en la definicion
del espacio W (esta es una condicién de frontera esencial), mientras que la condicién de
Neumann —(Vp) - n = gs en 0y, entra en el problema variacional (esta es una condicién
de frontera natural).

El método de elementos finitos clasico para la ecuacién de Poisson encuentra una solucion
aproximada del problema variacional (Z217) reemplazando el espacio de funciones de dimen-
sion infinita Wy 1474 por espacios discretos de dimension finita W), C W'y W, c W. La
literatura en matematicas sobre problemas variacionales utiliza la notacién p, para referirse
a la solucion del problema discreto, mientras que p se utiliza para referirse a la solucién del
problema continuo. Entonces el problema variacional discreto se lee como sigue:

Encontrar p, € W), C W tal que

/Vph -Vwdzr = /fwdz YweW, cW (2.28)

Este problema variacional, junto con una adecuada definiciéon de los espacios de funciones
Wi,y Wy, definen la solucién numérica aproximada de la ecuacién de Poisson (2.20)-(2.22)).
Introduciendo la siguiente notacion canoénica para los problemas variacionales discretos:

Encontrar p, € W), C W tal que

alpp,w) = L(w), Ywe W, Cc W (2.29)
donde para la ecuacion de Poisson, se tiene:
a(pp,w) = /Vph -Vwdx (2.30)
Q

L(w) = / fwdz (2.31)
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En la literatura matematica, a(pp,w) se conoce como la forma bilineal, a : W, X Wy, — R,
mientras que L(w) se conoce como la forma lineal, L : W, — R. En cada problema lineal que
se resuelve, se deben identificar los términos con la incégnita py, y recolectarse en a(pp, w),
al igual que se recogen los términos con las funciones conocidas en L(w).

Suponiendo por ahora que se tiene una base {¢; }é\le para W}, y una base {QE,}Z]\Ll para Wj.

Aqui N denota la dimensién de los espacios W}, y W),. Para resolver el problema variacional
discreto (2.29)), se puede hacer una solucién estimada p, en términos de las funciones base

pn(z) = Z Pig;(z) (2.32)

donde P; € RY es el vector de grados de libertad a ser calculado. Sustituyendo la ecuacién

(Z32) en la formulacién variacional discreta (Z29) y tomando w = ¢; parai = 1,2,..., N, se
obtiene

N
ZP]-/wj.vngidg:/f@dg— /g@dg, Vi=1,2,..,N. (2.33)
=19 Q AON
de donde se sigue que
N
> Pia(¢), ¢) = L(¢i), Vi=1,2,..,N. (2.34)

J=1

Los grados de libertad P de la solucién de elementos finitos p, pueden calcularse resol-
viendo el sistema lineal de ecuaciones é - P =10, donde

Ay = / V6, Véudr = aldy, ) (2.35)
Q
bi= [ foude — | goidz = L(%:) (2.36)
[roe= |

coni,7 =12 ..N.

2.8.2. Formulacion variacional mixta

Ahora se ilustrara la aplicacién del método de elementos finitos mixtos para ecuaciones
diferenciales de segundo orden. Una razon, entre otras, para usar el método mixto es que
en algunas aplicaciones, una variable vectorial (por ejemplo, la velocidad del fluido) es la
variable primaria en la que uno estd interesado. A continuacién, el método mixto se desa-
rrolla para aproximar a la vez esta variable y una variable escalar (por ejemplo, la presion)
simultaneamente y dar una aproximacién de orden alto de ambas variables. En lugar de
un unico espacio de elementos finitos utilizado en el método de elementos finitos clésico, el
método de elementos finitos mixtos emplea dos espacios diferentes, lo que sugiere el nombre
mixto. Estos dos espacios deben satisfacer una condicion inf-sup para que el método mixto
sea estable [g].
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Para deducir la forma variacional mixta (con dos campos), se utiliza una formulacién
alternativa de la ecuacién de Poisson (Z20), introduciendo un vector variable adicional,
llamado flujo: ©u = —Vp como sigue

u=—-Vp VzeQ (2.37)
V-u=f Vre (2.38)
con condiciones de frontera
p=py, Vx € Ip 2.39
u-n=gy Vo€l (2.40)

Sean
peW ={peH(Q):plz) =ps(z), Yz € Ip}
ueV ={ue H(div,Q) :u(z) n(z) = ga(z), Yz € 0}
veV ={ve H(div,Q):v(z) n(z) =0, Vz € Iy}

Multipicando la ecuacién ([237) por una fucién vectorial de peso v € V e integrando la
ecuacién resultante sobre el dominio €2, se obtiene lo siguiente

/wydz: —/(Vp) -vdz (2.41)

integrando por partes la integral de la derecha de la igualdad en la ecuacién (Z41])

/y-w@:/pv-ydz— /py-ﬂds— /py-nds (2.42)
Q Q

oQp NN

Una caracteristica de la formulacion variacional mixta es que dado que v € V entonces la
funcion vectorial de peso v = 0 en las partes donde la velocidad u es conocida, es decir, en
toda la frontera de tipo Neumann.

Por lo tanto, al aplicar las condiciones de frontera de Dirichlet (2.39) y Neumann (2.40),
la integral sobre la frontera de Neumann de la ecuacion ([2.42) es igual a cero, obteniendo

/wydz:/pv-ydz— /payﬂds (2.43)

Sea W = {w € H'(Q) : w(z) = 0, Yz € 9Qp}. Multiplicando la ecuacién (Z38) por una

A

fucion de peso w € W e integrando la ecuacion resultante sobre el dominio €2, se tiene que

/ (V- wwdz = / fwdz (2.44)

Q Q

Sumando las ecuaciones (2:43) y (Z44), se obtiene la formulacién variacional mixta:
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Encontrar (u,p) € M =V x W tal que
a((u.p), (v, w)) = L(v,w),  Y(,w)eM=VxW (2.45)

donde la forma bilineal a y la forma lineal L, se definen de la siguiente manera

of(w.p). ww)) = [(V - ww+u-p=pV-v)ds (2.46)
L(v,w) fwdz — | psv - nds (2.47)
- [ue= |

Nétese que la condicién de tipo Dirichlet p = psy en 0€2p entra en la formulacion variacional
(esta es una condicién de frontera natural) y la condicién de tipo Neumann u - n = gy en
0y entra en la definicién del espacio V (esta es una condicién de frontera esencial).

Se puede discretizar la formulacién mixta, restringiendo el problema variacional (2.43]) a
un par de espacios mixtos discretos My, C M y M, C M.

Encontrar (uy,ps) € M, =V, x W), tal que
a((@haph)a (Qa w)) = L(ya w)? \V/(y, w) € Mh - Zh X Wh (248)

donde las forma bilineal a y la forma lineal L, se definen como

a((uy,, pn), (v, w)) = /((V “up)w 4wy, - v — ppV - v)de (2.49)

Q

L(v, w) /fwdx— /pav nds (2.50)
oQp

Para resolver el problema variacional mixto discreto (2.48), se va a suponer que se tiene
una base {(¢;,1;)}, del espacio M, y una base {(¢;,;)}, del espacio M,. Aqui N

denota la dimension de los espacios My, y Mh

Se puede hacer una estimacién para la solucion de elementos finitos mixtos de la forma
(s pn) Z Pi(¢5, 1) (2.51)

resolviendo un sistema lineal A - P = b, para los grados de libertad P € RY, donde

Aij = /[(V )i + by - s — BV - aylda

Q

b = / Foidx — / potl; - nds

Ip
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Las formulaciones mixtas requieren cierta atencién en la seleccién de espacios que discretizan
los diferentes espacios de funciones. Aqui, una combinacién estable de espacios de elementos
finitos mixtos es, para V, los elemenos de Brezzi-Douglas-Marini (BDM) de orden polinomial
k, mientras que para W), se recomienda utilizar los elementos Discontinuous Galerkin (DG)
de orden polinomial & — 1. [1§]

Las discretizaciones estables de los métodos de elementos finitos mixtos deben satisfacer
las condiciones denominadas “inf-sup” o de Ladyszhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB) [4]. Esta
teoria explica porqué muchos de los espacios de elementos finitos para los métodos mixtos
parecen complicados en comparaciéon con los de los elementos estandar.

Para que este problema tenga solucion tinica, es natural imponer una condicién discreta
inf-sup como la siguiente [§]:

o (V- 0w)

> Cyllw|], Vw e Wi (2.52)
orvev,  |Yllv

donde C5 > 0 es una constante independiente de h.

2.8.3. Formulacion variacional mixta-dual

Sea W un espacio de Banach. Un mapeo L : W — R es llamado funcional lineal si

L(az + By) = aL(z) + BL(y), o, BER, z,yeW. (2.53)
Se dice que L es acotado en la norma || - || si existe una constante L > 0 tal que
|L(w)| < Lljwllw, YweW. (2.54)

El conjunto de funcionales lineales acotados en W se denomina espacio dual de W y es
denotado por W’ [§].
Para L € W', se define

L(w
[|L|[w+ = sup (w)
O;AweWHwHW

(2.55)

Puesto que L es acotado, siempre es finita y de hecho induce una norma sobre W, llamada
la norma dual y W' es un espacio de Banach con respecto a esta.

Una formulacién mixta-dual de la ecuacién de Poisson .20, implica la introduccién de

un vector variable adicional, llamado flujo: u = —Vp y reescribiéndola como sigue:
u=-Vp Vzel (2.56)
Viu=f Vrel (2.57)

con sus condiciones de frontera

p=ps, Vz€p (2.58)
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u-n=gs, Vr€ly (2.59)

u€V ={ue€ H(div,Q): u(zx) n(z) = go, Vz € N}
veV={veH(div,Q):v(z) n(z) =0, Vz € Ny}
peW ={pe H(Q): p(x) = ps(x),Vx € O0p}

Multipicando la ecuacién ([Z.56) por una funcién vectorial de peso v € V e integrando la
ecuacion resultante sobre el dominio €2 y reacomodando términos, se tiene que

/(y v+ Vp-v)dz =0 (2.60)
Q
Sea w e W = {we H(Q) : w(z) = 0,Vz € 9Qp}

Multiplicando la ecuacién (2.57]) por una funcién de peso w € W e integrando la ecuacién
resultante sobre el dominio €2, se tiene que

/(V-@)w@:/fwdz (2.61)

Q Q

integrando por partes en la ecuacién (ZG1]), la integral de la izquierda de la igualdad se tiene

/ wu - nds + / wu - nds — /g -Vwdx = /fwdg (2.62)

191955} QN Q Q

Una caracteristica de la formulacion variacional mixta-dual es que dado que w € W, entonces
la funcion de peso w = 0 en las partes donde la presion p es conocida, es decir, en toda la
frontera de tipo Dirichlet y en consecuencia, la integral sobre la frontera de Dirichlet en la
ecuacion (2.62)) es igual a cero; mientras que por otro lado, como u € V, entonces u - n = gy
en toda la frontera de tipo Neumann. Por lo tanto, al aplicar las condiciones de frontera
de Dirichlet (258) y Neumann (259) en la ecuacién (2.62)) y reacomodando términos, se

obtiene
—/Q-degz/fwdg— /gwds (2.63)
Q

Q 293N

Sumando las ecuaciones (2.60) y ([Z.63)), se obtiene la formulacién variacional mixta-dual:

Encontrar (u,p) € M =V x W tal que

~ ~ A

a((@7p>v (Q, w)) = L((yv w))? V(Q, w) eEM=VxW (264)

donde las formas bilineal a y lineal L se definen como:

ol(w, ), (v, w)) = / (w-v+ (V) v —u- V) (2.65)
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L((y,w))Z/fwdz— / gwds (2.66)

00N

Notese que la condicién de Dirichlet p = py en 0€2p entra directamente en la definicién del
espacio mixto M =V x W (esta es una condicién de frontera esencial) y que la condicién
de Neumann u - n = gy entra en el problema variacional (esta es una condicién de frontera
natural).

Se puede discretizar la formulacién mixta-dual (2.64]), restringiendo el problema a un par
de espacios mixtos discretos M, C M y M, C M.

Encontrar (u,,pn) € My, =V, x W), tal que
a’((yprh)? (y> ’LU)) = L((Qa 'LU)), \V/(Q, 'LU) € Mh - Eh X Wh (267)

donde la forma bilineal a y la forma lineal L se definen como:

ol (s ), (2, w)) = / (- v+ (Vpn) -0 — 1y - Veo)da (2.68)

L(ww) = [ fuds~ [ guds (2.69)

N

Para resolver el problema variacional discreto mixto -dual ([2.67), se va a suponer que se
tiene una base {(¢;,v;)}L, del espacio Mj y una base {(¢;,v;)}L, del espacio M. Aqui
N denota la dimensién de los espacios My, y Mh.

Se puede hacer una estimacion para la soluciéon mixta-dual de elementos finitos de la

forma
N

(wn ) = Y Py, 1) (2.70)

i=1

resolviendo un sistema lineal é - P = b para los grados de libertad P € R", donde

Ay = / Wy - b+ (Voy) - i — o, - Vorlde (2.71)
Q
bi= [ foi— [ gouds (2.72)
[ ]

Las formulaciones mixtas duales requieren cierta atencion en la seleccién de espacios que
discretizan los diferentes espacios de funciones. Aqui, una combinacién estable de espacios
de elementos finitos mixta-dual es, para V, los elementos de Discontinuous Raviart-Thomas
(DRT) de orden polinomial k, mientras que para W) se recomienda utilizar los elementos
de Lagrange (CG) de orden polinomial £ + 1 [I8]. Recordemos que los métodos mixtos de
elementos finitos estables deben satisfacer la condicion de Ladyszhenskaya-Babuska-Brezzi

[].
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Capitulo 2. Introduccién al Método de Elementos Finitos



Capitulo 3

El proyecto FEniCS

En el presente capitulo se describe el proyecto FEniCS, el cual es una colecciéon de com-
ponentes de software libre de codigo abierto, con el objetivo comtn de permitir la soluciéon
automatizada de ecuaciones diferenciales. Los componentes proporcionan herramientas de
computacién cientifica para trabajar con mallas computacionales, formulaciones variaciona-
les de elementos finitos de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales y algebra lineal
numérica [18]. Se describe brevemente cada uno de sus médulos y su interaccion. Se muestra
como ejemplo, la forma de implementar la ecuaciéon de Poisson en su formulacién variacional
clasica, mixta y mixta-dual.

21
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El proyecto FEniCS es un proyecto de investigacion con el objetivo comin de crear soft-
ware libre, de codigo abierto, que funcione en los sitemas operativos Linux, Mac y Windows,
para resolver computacionalmente modelos matematicos basados en ecuaciones diferenciales
parciales, mediante el método de elementos finitos con un cédigo corto, eficiente e intuitivo,
que se puede implementar en los lenguajes de programacién Python y C++ y ejecutar en
varias plataformas que van desde laptops hasta clusters de alto rendimiento, ofreciendo otras
capacidades muy poderosas a programadores experimentados. [1§]

El proyecto FEniCS se cred inicialmete en el ano 2003 como una colaboracion entre la
Universidad de Chicago y la Universidad Tecnolégica de Chalmers. Actualmente cuenta con
la colaboracion de una gran cantidad de Universidades y prestigiosos centros de investigacion
alrededor del Mundo, que participan activamente en su desarrollo.

3.1. Componentes

La biblioteca FEniCS, esté conformada por varios bloques de construccién (componentes
de software) que se describen a continuacién y se muestran en la figura (B.1]).

DOLFIN es una biblioteca de C++ y Python que funciona como el principal entorno
de resolucién de problemas y la interfaz de usuario de FEniCS. Su funcionalidad integra
los otros componentes de FEniCS y maneja la comunicacién entre los diversos componentes
de FEniCS y el software externo, implementa el entorno de resolucién de problemas, pro-
porciona estructuras de datos tales como mallas de elementos finitos, funciones, espacios de
funciones, algoritmos de cémputo y calculo, ensamblaje de elementos finitos automatizado,
refinamientos de la malla, solucionadores de algebra lineal numérica, etc.

FIAT es el tabulador automatico de elementos finitos, responsable de generar la construc-
cién numérica de funciones de base de elementos finitos para FFC, trabajando principalmente
en términos de dlgebra lineal numérica utilizando el paquete NumPy, para obtener eficiencia
en Python.

UFL (Unified Form Language) implementa el lenguaje matematico abstracto mediante el
cual los usuarios pueden expresar ecuaciones diferenciales en términos de formas variacionales
de elementos finitos. Es un lenguaje especifico para la declaraciéon de discretizaciones de
elementos finitos de formas variacionales y funcionales. Més precisamente, el lenguaje define
una interfaz de usuario flexible para definir espacios de elementos finitos y expresiones de
formas variacionales en una notacion cercana a la notacién matemaética.

FFC (FEniCS Form Compiler) es el motor de generacién de cédigo de FEniCS, respon-
sable de generar codigo de C++ eficiente a partir de abstracciones matematicas de alto nivel.
Es un compilador para formas variacionales de elementos finitos que toma el codigo UFL
como entrada y genera la salida UFC. Una de las caracteristicas clave de FEniCS es la gene-
racion automatizada de cédigo para la solucién general y eficiente de problemas variacionales
de elementos finitos. Esta generacion automatizada de cédigo se basa en un compilador de
cddigo 7just-in-time” .
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UFC (Unified Form-Assembly Code) es una interfaz de C++ que consiste en funciones
de bajo nivel para evaluar y ensamblar formas variacionales de elementos finitos. UFC es
una interfaz entre componentes especificos y de propésito general de programas de elementos
finitos. En particular, la interfaz UFC define la estructura y la firma del cédigo generado por
los compiladores de formulario FFC y SFC para DOLFIN. La interfaz de UFC se aplica a
una amplia gama de problemas de elementos finitos (incluyendo elementos finitos mixtos y
métodos discontinuos de Galerkin) y puede usarse con bibliotecas que difieren ampliamente
en su diseno. Para ello, la interfaz no depende de otros componentes FEniCS (u otras biblio-
tecas) y consiste sélo en un conjunto minimo de clases abstractas de C ++ que usan arrays
C simples para la transferencia de datos.

Instant es un pequeno médulo de Python para la compilacion ”just-in-time” del cédigo
de C y C++ en Python. Instant acepta cédigo C y C++ y por lo tanto es convenientemente
combinado con las herramientas de generacién de codigo en DOLFIN, FFC y SFC.

SyFi y SFC: SyFi (Symbolic Finite elements) es una biblioteca de elementos finitos y
su compilador es SFC (SyFi Form Compiler). SyFi es un marco para definir simbélicamente
elementos finitos, en muchos aspectos, SyFi es el equivalente de FIAT, mientras que SFC
corresponde a FFC. SFC se puede utilizar en FEniCS como un compilador de formularios.
De forma similar a FFC, se traduce el codigo UFL en el cédigo UFC, que puede ser utilizado
por el ensamblador DOLFIN. El cédigo UFC es compilado con JIT mediante Instant.

FErari proporciona una opciéon dentro del compilador de formularios FFC para aplicar
optimizaciones basadas en graficos en tiempo de compilacién. FErari proporciona un bene-
ficio practico al reducir el tiempo de ejecucion sin reducir el orden general de complejidad
de los célculos de elementos finitos.

3.2. Proceso de solucion con FEniCS

La soluciéon de un problema fisico con FEniCS consta de los siguientes pasos:

1. Identificar el dominio, las ecuaciones diferenciales parciales que caracterizan el fenémeno
fisico, sus condiciones iniciales y de frontera.

2. Reformular las ecuaciones diferenciales parciales como un problema variacional de ele-
mentos finitos (discreto).

3. Escribir un programa en Python o C++ donde se defina el dominio computacional (la
malla), el problema variacional, los espacios de funciones (grado polinomial y tipo), los
datos de entrada, las condiciones iniciales y de frontera, etc. utilizando las abstracciones
correspondiente con la sintaxis de FEniCS.

4. Anadir declaraciones al programa, llamando a FEniCS para resolver el problema va-
riacional con valores en la frontera, opcionalmente calcular flujos, promedios, etc. y
finalmente visualizar los resultados.
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Extemal librades

FETSe @ uBLAS |  UMFPASE | MumPy |BEOTSH| | WTK

Trlires G P FeliETIS GEAL IR0 SLEPz

Figura 3.1: Comunicacién entre los diversos componentes de FEniCS. Las lineas continuas
indican las dependencias y las lineas discontinuas indican el flujo de datos.

3.3. Ejemplo: la ecuacién de Poisson

A continuacién se describe detalladamente paso a paso la implementaciéon computacional
mediante el lenguaje de programacién Python 2.7 utilizando FEniCS 2017.1 para resolver
la ecuacién de Poisson B.J] con cada uno de los tres tipos de formulaciones variacionales:
Clasica, Mixta y Mixta-Dual, vistas en la seccién ([2.8]).

-V (Vp)=f Vze (3.1)
p(z) = pol(z), Va €0Q (3.2)

Para mostrar la implementacién computacional, se necesitarda tomar valores especificos para
Q, poy f. Sera prudente construir un problema con una solucién analitica propuesta para que
posteriormente se pueda calcular el orden de aproximacion de la solucién numeérica obtenida
con FEniCS con la solucién analitica propuesta.

Se propone la funcién p.(z,y) = sin(mx)sin(ry) como la solucién analitica en 2D, la
cual, al ser sustituida en la ecuacién de Poisson (B.1)), se deduce que f(z,y) = 272p(z,y);
ademas se considera py = 0 sobre la frontera y el dominio €2 igual al cuadrado unitario,
obteniendo el siguiente problema con valores en la frontera:

—V - (Vp) =2mp(x,y), Vxecl0,1]x][0,1] (3.3)
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p(z) =0, Va € 00,1] x [0,1] (3.4)

3.3.1. Implementacion con la forma variacional clasica

Lo primero que se debe hacer para trabajar con FEniCS Project es importarlo escribiendo
la siguiente declaracion en la primera linea en el codigo de Python:

from fenics import x

Se puede crear una malla triangular uniforme que sea un cuadrado unitario mediante la
funcion UnitSquareMesh(), donde para este caso serda de 8 divisiones en el eje x (primer
argumento) por 8 divisiones en el eje y (segundo argumento)

mesh = UnitSquareMesh (8, 8)

Mediante la funcién FunctionSpace() se puede definir un espacio de funciones V' sobre la
malla mesh definda anteriormente con elementos finitos tipo Lagrange de orden 2

V = FunctionSpace (mesh, ’'Lagrange’, 2)

Se puede definir la condicién de frontera de tipo Dirichlet, como en la ecuacién ([B.4]), mediante
la funcién DirichletBC() sobre el espacio de funciones V' donde p(x) = 0 sobre toda la frontera
de la siguiente manera:

def boundary(x, on_boundary):
return on_boundary
bec = DirichletBC (V, Constant (0.0), boundary)

Se puede definir la solucién exacta p. = sin(mx)sin(my) mediante la funcion Expression()
de la siguiente manera:

9

p-e = Expression(’sin(pixx[0])*sin(pixx[1])’, degree=2)

Las funciones de base p se definen mediante la funcién TrialFunction() sobre el espacio de
funciones V'

p = TrialFunction (V)

Las funciones de peso w se definen mediante la funcién TestFunction() sobre el espacio de
funciones V'

w = TestFunction (V)

Se puede definir el valor del término fuente f de la siguiente manera:

f = 2xpi*xx2%xp_e

Se define la forma bilineal a de la formulacién variacional como en la ecuacion (2.30)

a = inner(grad(p), grad(w))x*dx

Se define la forma lineal L de la formulacién variacional como en la ecuacién (Z37))

L = fxwxdx

Se define una funcién p sobre el espacio de funciones V', mediante la funcién Function()

p = Function (V)
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Se resuelve la ecuacién mediante la funcién solve() de la siguiente manera:

solve(a = L, p, bc)

finalmente se grafica la malla y la solucién respectivamente mediante la funcién plot()

plot (mesh)
plot (p)

después de compilar el programa, se obtienen las graficas de la figura (3.2)).

1.10

0.825

0.550

0.2785

0.00
(a) Malla triangular uni- (b) Distribucién sobre el cuadrado uni-
forme de 8x 8 tario de la solucién aproximada p

Figura 3.2: Solucién de la ecuacion de Poisson mediante la formulacién clasica y polinomios
de Lagrange de orden 2 obtenida con FEniCS

También se puede refinar la malla tanto como se desee y aumentar el orden del grado del
polinomio para obtener una mejor aproximacion, pero el tiempo de calculo es mayor.

1.00

0.750

0.500

0.250

0.00

(a) Malla triangular unifor- (b) Distribucién sobre el cuadrado unitario
me de 128x 128 de la solucién aproximada p

Figura 3.3: Solucién de la ecuacion de Poisson mediante la formulacién clasica y polinomios
de Lagrange de orden 4 obtenida con FEniCS
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3.3.2. Implementacion con la forma variacional mixta

Como se vio anteriormente, lo primero que se debe hacer para trabajar con FEniCS es
importarlo escribiendo la siguiente declaracion en la primera linea del cédigo:

from fenics import x

Se crea la malla triangular uniforme, que cubra el cuadrado unitario del ejemplo

mesh = UnitSquareMesh (16, 16)

Se definen de elementos triangulares de tipo Brezzi-Douglas-Marini de orden 2, que se usaran
para el célculo de la velocidad mediante la clase FiniteElement(), en la cual, el primer argu-
mento especifica el tipo de elementos finitos, el segundo elemento, la forma de los elementos
y el tercer argumento especifica el grado polinomial.

BDM = FiniteElement ("BDM”, ’triangle’, 2)

De la misma forma, se definen de elementos triangulares de tipo Discontinuous-Galerkin de
orden 1, que se usaran para el calculo de la presion y debe ser de un menor grado que los de
la velocidad

DG = FiniteElement ("DG”, ’triangle’, 1)

Se definen los elementos mixtos utilizando los elementos definidos anteriormente, mediante

la clase MizedElement(), es decir, W = {(u,p)|lu € BDM y p € DG}

mixed_element = MixedElement ([BDM, DG])

Se define el espacio de funciones W de elementos finitos mixtos sobre la malla mesh y los
elementos mixtos definidos anteriormente

W = FunctionSpace (mesh, mixed_element)

Se definen las funciones de base u para la velocidad y p para la presién sobre el espacio de
funciones W, mediante la clase TrialFunctions()

(u, p) = TrialFunctions(W)

Se definen las funciones de peso v para la velocidad y w para la presiéon sobre el espacio de
funciones W, mediante la clase TestFunctions()

(v, w) = TestFunctions (W)

Se define el vector normal a la frontera, que se utilizara en la formulacién variacional

n = FacetNormal (mesh)

Se define la solucién exacta p. = sin(mz)sin(my)

)

p-exact = Expression(’sin(pi*x[0])x*sin(pi*x[1])’, degree=1)

Se define el valor del término fuente f de la siguiente manera:

f = 2xpi*x*2xp_exact
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Se define la condicién de frontera de tipo Dirichlet como en la ecuacién ([B.4]). Para aplicar
la condicién de frontera al segundo subespacio del espacio mixto W, se debe acceder a éste
mediante el método sub(), que en este caso, se hace con la declaraciéon W.sub(1) haciendo
referencia al espacio de funciones DG del espacio mixto W, mientras que en caso de querer
hacer referencia al espacio de funciones BDM, se debe usar W.sub(0). También se declara
el valor de p0O como en la ecuacién ([B.4]) porque se utilizard més adelante en la formulacién
variacional. En el método de elementos finitos mixto, las condiciones de frontera para el
flujo son condiciones de frontera esenciales (que deben indicarse en el espacio de funciones),
mientras que las condiciones de frontera de tipo Dirichlet, son condiciones de frontera na-
turales (que deben aplicarse a la forma variacional). Las condiciones de frontera esenciales
se especifican a través de la clase DicrichletBC() que toma tres argumentos: el espacio de
funciones al que se va a aplicar la condicién de frontera, los datos de la condicion de frontera
y la parte de la frontera.

def boundary(x, on_boundary):
return on_boundary
p0 = Constant (0.0)
be=DirichletBC (W.sub (1), p0, boundary)

Se define la forma bilineal a de la formulacién variacional mixta como en la ec. (2.40])

a = dot(u, v)xdx — div(v)s*pxdx + div(u)swxdx

Se define la forma lineal L de la formulacién variacional mixta como en la ec. (2.47)

L = fxwxdx — pOxinner(v,n)=ds

Se define la funcién sol en el espacio de funciones V' para almacenar las soluciones numéricas
tanto de la presién p como de la velocidad wu.

sol = Function (W)

El célculo de la solucion se realiza llamando a la funcién solve(), utilizando las formas bilineal
a, la forma lineal L, la funcién sol definida anteriormente que almacena las soluciones de u
y p, la condicién de frontera be de la siguiente manera:

solve(a = L, sol, bc)

Los componentes u y p de la solucién se pueden extraer llamando a la funcién split()

(u, p) = sol.split()

finalmente se grafican las soluciones u y p para analizar el resultado.

plot (u)
plot (p)

después de compilar el programa, se obtienen las graficas de la figura (3.4)).
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1.10 g

0.825

0.00
(a) Velocidad u (b) Presion p

Figura 3.4: Distribucién sobre el cuadrado unitario de la solucién numérica aproximada de la
velocidad y presién en la ecuacion de Poisson mediante la forma variacional mixta, obtenida
con FEniCS, sobre una malla triangular uniforme de 16 x 16

3.3.3. Implementacion con la forma variacional mixta-dual

Como se vio6 en los ejemplos anteriores, primero se debe importar FEniCS escribiendo la
siguiente linea en el cédio de Python:

from fenics import x

después se crea una malla triangular uniforme que cubra el cuadrado unitario del dominio
del ejemplo, de 8 x 8 cuadrados divididos en dos triagulos cada uno.

mesh = UnitSquareMesh (8, 8)

luego se definen sobre la malla los elementos triangulares de tipo DRT de orden 2, que se
usaran para el calculo de la velocidad

DRT = FiniteElement ('DRT’, ’triangle’, 2)

de la misma manera se definen sobre la malla los elementos triangulares de tipo CG de orden
3, que se usaran para el calculo de la presién y deben ser de un grado mayor que los de la
velocidad

CG = FiniteElement (’CG’, ’triangle’,3)

Se definen los elementos mixtos utilizando los elementos definidos anteriormente

mixed_element = MixedElement ([DRT, CGJ)

Se define el espacio de funciones W de elementos finitos mixtos sobre la malla

W = FunctionSpace (mesh, mixed_element)

se definen las funciones de base u para la velocidad y p para la presion sobre W

(u, p) = TrialFunctions(W)

se definen las funciones de peso v para la velocidad y w para la presién sobre W
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(v, w) = TestFunctions (W)

Se define la solucién exacta p, = sin(mwz)sin(mwy)

p-exact = Expression(’sin(pi*x[0])*sin(pi*x[1])’, degree=2)

Se define el valor del término fuente f de la siguiente manera:

f = 2xpi*x2xp_exact

Se aplica la condicién de frontera para p, al segundo subespacio del espacio mixto-dual,
accediendo a éste con el método sub(). En el método de elementos finitos mixto-dual, las
condiciones de frontera de flujo son las condiciones de frontera naturales (que deben apli-
carse a la forma variacional), mientras que las condiciones de frontera de tipo Dirichlet son
condiciones de frontera esenciales (que deben indicarse en el espacio de funciones).

def boundary(x, on_boundary):
return on_boundary
bec = DirichletBC (W.sub (1), Constant (0.0), boundary)

Se define la forma bilineal a de la fromulacién mixta-dual como en la ecuacién ec. (2.G3)

a = (dot(u, v) + dot(grad(p), v) + dot(u, grad(w)))=dx

Se define la forma lineal L de la fromulacién mixta-dual como en la ecuacién ec. (2.60)

L = — fxvxdx

Se crea un objeto de la clase Function() en el espacio de funciones W, llamado sol para
almacenar las soluciones numéricas tanto de la velocidad u como de la presion p .

sol = Function (W)

Se calcula la solucion

solve(a = L, sol, bc)

Se extraen los componentes u y p de la funcién sol que los almacena

(u, p) = sol.split()

finalmente se grafican las soluciones numéricas u y p para analizar el resultado.

plot (u)
plot (p)

después de compilar el programa, se obtienen las graficas de la velocidad u y la presién p
respectivamente como se muestra en la figura B.A.




3.3. Ejemplo: la ecuacion de Poisson 31
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Figura 3.5: Distribucién sobre el cuadrado unitario de la solucién numérica aproximada de la
velocidad y presion en la ec. de Poisson mediante la forma variacional mixta-dual, obtenida
con FEniCS, sobre una malla triangular uniforme de 16 x 16
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Capitulo 4

Modelo de flujo monofasico

En el presente capitulo se desarrolla un modelo de flujo monofésico ligeramente compre-
sible y se muestra el desarrollo de las formulaciones variacionales con el método de elementos
finitos clasico, mixto y mixto-dual, para discretizar el espacio y el método de Euler hacia
atras para discretizar el tiempo. Se hace un andlisis de las tasas de las convergencias de los
tres métodos de elementos finitos: clasico, mixto y mixto-dual.

33
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4.1. Modelo conceptual
1. El fluido es ligeramente compresible.
2. El flujo del fluido en el medio poroso es monofasico con un componente.
3. Consideraremos un fluido Newtoniano que ocupa el espacio intersticial del medio po-
roso, bajo condiciones isotérmicas.
4. Se considera la ley de Darcy.
5. El flujo de la masa debido a la dispersién y difusion son tan pequenos con relacion al
flujo de la masa que se pueden despreciar.
6. La interfase fluido-solido es una superficie material con respecto a la masa del fluido
tal que ninguna masa del fluido puede cruzarla.
7. Hay conservacion en la masa del fluido.
8. El medio es isétropo.
Notacion

¢ - porosidad en el medio poroso

p - densidad del fluido por unidad de volumen
u - velocidad de Darcy

k - tensor de permeabilidad absoluta del medio poroso
1 - viscosidad del fluido

~v - magnitud de la aceleracion gravitacional

z - profundidad

p - presion

cy - Compresibilidad del fluido

cr - Compresibilidad de la roca

¢; - Compresibilidad total

ry - Radio del pozo
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4.2. Modelo matematico

Los problemas bésicos que deben abordarse en el modelado y la simulacion de flujos
de fluidos tanto en el petrdoleo como en los depdsitos de agua subterranea son analogos.
Un depdsito de petréleo es un medio poroso que contiene una serie de hidrocarburos. El
objetivo principal de la simulacién del yacimiento es predecir el rendimiento futuro de un

yacimiento y encontrar las vias y medios para optimizar la recuperacién de algunos de los
hidrocarburos[§].

Los modelos matematicos de yacimientos petroleros han sido utilizados desde el siglo
XIX y consisten en un conjunto de ecuaciones que describen el flujo de fluidos en un
yacimiento petrolero, junto con un conjunto apropiado de condiciones iniciales y de frontera.

Usando el enfoque sistematico para la modelacion de sistemas continuos derivaremos a
continuacion las ecuaciones que constituyen el modelo matemético de flujo monofasico a
través de un medio poroso [2]. El sistema esta formado por dos fases; pero el movimiento
de la fase sélida esta en reposo, trataremos solamente la fase fluida que consta de una sola
componente [L5].

El modelo del flujo se construye basandose en una propiedad extensiva: la masa del
fluido M} y por la hipdtesis de que el medio poroso estd saturado, la propiedad intensiva
es el producto de la densidad por la porosidad p(z,t)¢(z,t), donde ¢ es la porosidad, es
decir, la fraccién del volumen del espacio fisico ocupado por los poros y como el material
poroso esta saturado, es igual a la fraccion de volumen ocupado por el fluido.

M0 = [ platiole.t) da (1)

Q

Al considerar que hay conservacion en la masa del fluido, entonces no hay una fuente y no
existen discontinuidades, por lo tanto, la ecuacién de balance global esta expresada de la
siguiente manera:

d

— Mg (t) =0 4.2
S0 (12)
y la ecuacion diferencial de balance local esta determinada por:

0

5 (PP) +V - (ppr) =0,  VzeQ (4.3)

La velocidad en el medio poroso o velocidad de Darcy se define como u = ¢v, entonces la
ecuacion de balance local en un medio poroso se define como:

O o) =V (), Vaen (14)
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Efecto de la elasticidad del sistema fluido-solido

Podemos expresar el término d¢p/0t en una forma ampliamente utilizada en la aplica-

ciones de este tipo. Desarrollando éste término, obtenemos que
90 = 051 + gy

Esta ecuacion estd integrada por la contribucién de la compresibilidad del fluido y por la

contribucién de la compresibilidad de la roca.La compresibilidad del fluido c; se define

(4.5)

Cco1mo

109p
c 4.6
£ (4.6)
La compresibilidad de la roca cg se define como
1 0¢
= —— 4.7
CR & ap (4.7)
La compresibilidad total ¢; se define como
19 10
Ct = Cy +cr = p —|— ¢ (48)

¢ dp
La densidad del fluido satisface una ecuacion de estado de acuerdo con la cual la densidad
del agua es una funcién de su presién

0 dp 0
gp_orop (4.9)
ot~ dp ot
por definicién de compresibilidad del fluido (), tenemos que
dp dp
— = — 4.10

Analogamente, la porosidad de la roca satisface una ecuacion de estado de acuerdo con la
cual la porosidad de la roca es una funcién de su presion

0 _ 0 p
4.11
ot dp ot (4-11)
por definicién de compresibilidad de la roca (7)), tenemos que
0 0
af - cR¢—p (4.12)
sustituyedo (£1I0) y (AI2) en (AH), obtenemos que
dpo dp Op Op
_ — 4.1
5 = 0Py +p¢cRat op(cs+cr) 5, (4.13)
por definicién de compresibilidad total ([4.8]), obtenemos que
0
'0 ¢ _ poc t (4.14)
sustituyendo en la ecuacion (4.4 obtenemos que
bpeise = =V - (pu), Yz eQ (4.15)
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La ley de Darcy

Esta ley es una ecuacién constitutiva, empirica, que relaciona a la velocidad efectiva del
fluido con su presion, indicando una relaciéon lineal entre la velocidad del fluido en el medio
poroso y el gradiente de la presion, siendo utilizada ampliamente para la modelacién de flujo
en medios porosos.

1
u= —;ﬁ (Vp = pVz) (4.16)
donde:¢p— es la porosidad del medio, p— es la densidad del fluido, ¢;— es la compresibilidad

total = ¢y + cg, p— es la presion del fluido, p1— es la viscosidad del fluido, k— es el tensor
de permeabilidad del medio poroso, v— es la magnitud de la aceleracion gravitacional y z—
es la altura.

Modelo resultante

Aplicando la ley de Darcy (£IG]) a la ecuacién ([£IH), obtenemos la ecuacién diferencial
basica que describe el flujo monofasico en medios porosos con condiciones iniciales y de
frontera. [9].

0

(pqﬁct)&—]z -V (gﬁ (Vp — vaz)) =q , YzeQ y t=>t (4.17)

pP=0p , VeeQ y Vi=ty (4.18)

p=Dpo , \V/Z € 0DQ Yy YVt > to (419)

donde £ es un tensor simétrico, positivo definido, acotado y suave a tramos en 2 de la
ki k2o ks

forma ﬁé = | k2 koo ks |, con ki = kij(x,t), mientras que p = p(z,t), p = p(z,1),
k31 k3o k33

o=z, t) y g =q(z,t). Q es un dominio acotado con frontera 0f2, a su vez la frontera esta
formada por dos partes, una con condiciones de tipo Dirichlet 0p€) y otra con condiciones
de tipo Neumann 9y, donde 99 = 0pQ U Oy, con OpQ N IxyQ = 0.

4.3. Modelo numeérico

Se desarrollarén las formulaciones variacionales con tres variantes del Método de Elemen-
tos Finitos (MEF): Cldsico, Mixto y Mixto-Dual. Los modelos numéricos van a considerar
un dominio en forma de cilindro parado verticalmente, cuya numeracion de las fronteras se
muestra a continuacion:
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Ow'—.l

r

1

Figura 4.1: Dominio del modelo de flujo monofasico y sus respectivas fronteras con la inde-
xacion convenida. En la frontera I'y se inyecta a una velocidad constante, en la frontera I's
se produce a presion constante y la superficie lateral curva del cilindro es impermeable.

4.3.1. Modelo numérico con la formulacidon clasica

Usualmete se prefiere para resolver las ecuaciones diferenciales parciales dependientes
del tiempo mediante el método de elementos finitos realizar una semidiscretizacion en el
tiempo de la ecuacion diferencial, primero discretizando la derivada temporal mediante una
aproximacion de diferencias finitas, produciendo una secuencia de problemas estacionarios y
luego convirtiendo cada problema estacionario en una formulacién variacional.

Supongamos que el superindice n denota una cantidad en el tiempo t,, donde n es un
nimero entero que cuenta los niveles del tiempo, por ejemplo, p" significa p en el nivel de
tiempo n, entonces por simplicidad y por razones de estabilidad, se utilizara un esquema de
diferencias finitas hacia atras para el término del tiempo.

ap n B pn _ pn—l
<6t) - Q& O(Aty,) (4.21)

donde p™ = p(z,t,) y el tamano de paso del tiempo es At,, =t, —t,_1 conn =0,1,...,N.
Esta sustitucién, resulta en un error de discretizacién de orden O(At,).

Entonces, para un tiempo dado t,, podemos reescribir la ecuacién [IT) como sigue:
n n—1 n
(poce) AL V- ((gﬁ) -Vp'—p WVZ) +4q (4.22)

donde (k)" = k(,tn), p" = p(a,tn), ¢" = d(z,t,), p" = p(z,tn) y " = q(z,t,).
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Multiplicando ambos lados de la igualdad en la ecuacién ([@.22) por At, resulta:

(ppcy)"p™ — (pocy)"p" ' = AL,V - ((gé) -Vp" — p"sz) + At q" (4.23)

Reacomodando términos en la ecuacién ([L23) para que el lado izquierdo de la igualdad con-
tenga los términos con la incégnita p™ y el lado derecho de la igualdad contenga los términos
calculados solamente. El resultado es una sucesién de problemas espaciales (estacionarios)
para p", suponiendo que p" ! se conoce desde el paso de tiempo anterior:

(ppcy)"p" — AL,V - ((5@) -Vp" — p"sz) = (pgc) "' + At,q" (4.24)
Entonces, dada la concidién inicial py, se puede calcular pt, p?, p?, ... v asi sucesivamente.

Para resolver la ecuacién ([A24]) utilizando el método de elementos finitos, se requiere
convertir las ecuaciones en su forma débil, entonces como es costumbre, se multiplica la
ecuacién por una funcién de peso w € W y se integra sobre el dominio €2, resultando

/ (poce)"p"wdx — At, / V- ((5@) -Vp" — p"WVZ) wdz
Q Q

- /((pgbct)”p”_l + At,q" )wdx (4.25)
Q

aplicando a la segunda integral de la izquierda de la igualdad, el teorema de la divergencia,
luego las condiciones de frontera naturales y esenciales y reacomodando términos

/ (poc)"p"wdz + At, / Vuw - ((5@) - Vp" — p"WVZ) dz
Q Q

= /((p(bct)"p"_l + At,q")wdx + At, / wgsdz (4.26)
Q N

Considerando que el efecto de gravedad se puede despreciar y que la densidad del fluido p
es constante, entonces la formulacion variacional de la ecuacién diferencial con condiciones
iniciales y de frontera (17 del modelo matematico de flujo monofésico a través de un medio
poroso se puede reescribir de la siguiente manera

a"(p",w) = L™ (w) (4.27)

donde e
a"(p",w) = /(gbct)"p"wdg—l— Atn/Vw- ((—E) -Vp") dx (4.28)
=
Q Q

L™ (w) = /((gbct)"p"_l + At,q" /p")wdz + At, / wgydz (4.29)
Q BN
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Considerando la indexacién convenida de las fronteras (ver figura A1), tenemos que en la
frontera de salida I's se establece una condicién tipo Dirichlet, p(z,t) = pou(z,t). Por otro
lado, sea Ony§2 = I'; U Ty, donde I'y es la superficie lateral curva del cilindro, entonces

[ wide = [wods+ [ wgds (4.30)

ONS2 Iy Ty

Sean g; = u;, en 'y con u;, = cte., go = 0 en I'ys dado que es impermeable, entonces

/wgg‘dg:/wumdg (4.31)

NGO r

Por lo tanto, la formulacién variacional de la ecuacién (ZI7) queda de la siguiente manera:
Para cualquier 0 < n < N, encontrar p; € W), C W tal que

a"(pp,wp) = L™ (wp,) Ywy, € W, y tn € (Lo, tn] (4.32)

donde
1

a” (pp,wn) = / (¢ci)"phwndz + Aty / Vwy, - ((;g) ~Vp;;) dzx (4.33)
Q Q

L™ (wyp,) = /(((bct)npz_l + At,q"/p")wpdz + At, /whumdg (4.34)
Q I

W ={we HY(Q) : w|s,a = pa} es el espacio de las funciones de base.
W ={w e HY(Q) : w|s,a = 0} es el espacio de las funciones de peso.
H?' es el espacio de Sobolev.

El método de diferencias finitas hacia atras, también conocido como el método de Euler
hacia atras, es incondicionalmente estable. Esta es una caracteristica muy deseable de un
esquema de discretizaciéon del tiempo para un problema parabdlico [§].

4.3.2. Modelo numérico con la formulaciéon mixta

Reescrbiendo el modelo matemadtico (ver ecuaciones ETTHE20) como un sistema de dos
ecuaciones diferenciales en términos de la presién p y de la velocidad u, considerando que la
densidad es constante y despreciando la fuerza de gravedad de la siguiente manera:

0
qﬁcta—f—l—v-g:q/p , YreQuyt>ty (4.35)
1

u=——k-Vp |, VeeQuyt >ty (4.36)

s
p=p , VeeQuyt=t (4.37)
p=ps , VreIpQyt>t (4.38)
—u-n=gs , Ve e ONQuyt >t (4.39)
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Por un lado, de la ecuacién (£3d]), se obtiene
pk™tu=—Vp (4.40)

haciendo un producto interior con v e integrando sobre el dominio

/(uﬁ_l “u) - vdz = —/(Vp) -vdr = /pV'de— /py-ndﬁ (4.41)

Q Q Q o

Aplicando la condicién de frontera de tipo Dicrichlet @BEI), la cual es una condicién de
frontera natural debido a que las funciones de peso v € V. = {v € H(div,Q) : v -nl|s,o = 0}
y reacomodando términos

/((Mﬁ_l ‘u) v —pV-v)de = — /pay-ﬂd§ (4.42)

Q Opf2

Considerando la indexacién convenida de las fronteras (ver fig. []), se establece una condi-
cién tipo Dirichlet en la frontera de salida I's, donde p(z,t) = pou(z, t)

/((Mﬁ_l ‘u) v —pV-v)de = — /pouty -nds (4.43)

Q s

Ahora, para las condiciones de frontera esenciales, se define Oy = I'; UT'5, donde I's es la
superficie lateral curva del cilindro, ¢g; = u;, en I'y con u;, = cte. y go = 0 en 'y, entonces

/wggdgz /wgldg—l—/wggdg: /wumdg (4.44)

ONS2 Ty I'a N}

Por otro lado, aplicando diferencias finitas hacia atrds para el término del tiempo en la
ecuacion (435]), para un tiempo ¢, dado

n n—1

(9" f— + V- u" = (a/p)" (4.45)

donde p" = p(z,t,) y el tamafnio de paso del tiempo es At,, =t, —t,_1 conn=0,1,..., N.

Multiplicando por una funcién de peso w € W = L*(Q) e integrando sobre el dominio y
reacomodando términos

/((cbct)"p” + Atn (V- u"))wdz = /((Atn)(Q/P)" + (¢c)"p" " wda (4.46)

Q Q

Para 0 < h < 1, sea K} una particion de {2 en elementos, con tamano de malla maximo h.
Para discretizar la formulacion anterior, son necesarios dos espacios de funciones discretos
V, c Vy W, C W asociados con la particion K}, para formar un espacio de funciones
mixto V, x W), C V. x W, entonces considerando las ecuaciones (£.42]) y (£40]), se obtiene
la forma bilineal y lineal de la formulcacion variacional mixta:
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Para cualquier 0 < n < N, encontrar uy € V, y pp € W), tal que
al(uy, ph), (v, w)] = Ll(v,w)],  V(w,v) € Wiy XV, y b, € (to, tn]. (4.47)

donde

al(uy, pp), (v, w)] = /((uﬁ‘1 ) v —pp Vvt (6c)" phw + At (V- up)w)dr (4.48)

Ll(v, w)] = /((cbct)"p"_l + Atng"/p")wdz — /pout(y-n)ds (4.49)
Q I's
Una eleccion estable de espacios de elemenos finitos es para V, los elementos de Brezzi-

Douglas-Marini de orden polinomial k y para W, los elementos Discontinuos-Galerkin de
orden polinomial k£ — 1 [18].

4.3.3. Modelo numérico con la formulacién mixta-dual

Reescrbiendo el modelo matemético (ver ecuaciones EITHE20) como un sistema de dos
ecuaciones diferenciales en términos de la presion p y de la velocidad u, considerando que la
densidad es constante y despreciando la fuerza de gravedad de la siguiente manera:

0
¢cta—f+v-g:q/p , VeeQuyt >ty (4.50)
1
y:—pé-Vp , VeeQuyt>t (4.51)
P="p , VreQuyt=ty (4.52)
P=Ds , Ve € OpQly t >t (4.53)
—u-n=4gy , Vo € ONQ y t >t (4.54)
Por un lado, de la ecuacién ([£5]]), se obtiene que
1
u+—k-Vp=20 (4.55)
s

haciendo un producto interior con v e integrando sobre el dominio, se obtiene

/(u-m (%Q-Vp) -y) dz =0 (4.56)

Por otro lado, aplicando diferencias finitas hacia atras en el tiempo, se puede reescribir
la ecuacién (£.50), para un tiempo ¢, dado, como sigue:

1

(e T 4V = (/)" (157

donde p™ = p(z,t,) y el tamano de paso del tiempo es At, =t, —t,_; conn=0,1,...,N.
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Multiplicando la ecuacién (57 por una funcién de peso w e integrando sobre el dominio
2 y reacomodando términos, se obtiene lo siguiente

/(¢Ct)"p"wdz+ Atn/(V-ﬂ")wdz = /((Atn)(Q/P)" + (dc)"p" ™ wdx (4.58)

Q Q Q

integrando por partes la segunda integral de la izquierda de la igualdad, después aplicando
la condicién de frontera de tipo Neumann (4.54) y reacomodando términos, se obtiene

/ (¢ce)"p"wdz — Aty / u" - Vwdz (4.59)
Q 9)

— /((Atn)(q/p)" + (pcy)"p" Nwdz + At,, / wghds (4.60)
Q InQ

Considerando la indexacién convenida de las fronteras (ver fig. 1)), se establece una condi-
ci6én de frontera tipo Dirichlet en la frontera de salida I's, donde p(z,t) = pow(z,t). Por otro
lado, sea Oy§) = T'; U Ty, donde I'y es la superficie lateral curva del cilindro, g = u;, en I'y
con u;, = cte. y go = 0 en I'y, entonces

/ wyydz = / wgydz + / wgydr = / wug,dz (4.61)

8NQ Iy I'y Iy

Comparado con la formulacién mixta, aqui la condiciéon de frontera de tipo Dirichlet es una
condiciéon esencial y las condiciones de frontera de tipo Neumann son condiciones naturales.
Sustituyendo la ecuacién ([LGI]) en la ecuacién (LG0), se obtiene lo siguiente

Jtoersruds = s, [urGuds (462)
Q 9)

= /((Atn)(q/p)" + (pce)" " Hwdx + At,, /wu?ndg (4.63)
Q Iy

Considerando las ecuaciones ([A50) y ([A.63]) se obtiene la formulacién variacional mixta dual:
Encontrar v € V y p" € W tales que satisfacen

al(u",p"), (v, w)] = Lu[(v,w)]  Y(o,w) eV xW (4.64)

donde

Ly[(v,w)] = / (At,)(g/p)" + (pc)"p" Hwdz + At,, / wy, dx (4.66)

Para 0 < h < 1, sea K} una particion de €2 en elementos, con tamano de malla maximo
h. Para discretizar la formulacion anterior, se necesitan dos espacios funcionales discretos
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V, cV y W, CW asociados a la particiéon K} para formar un espacio de funciones mixto

Entonces, la formulaciéon mixta dual se puede leer de la siguiente manera:
Para cualquier 0 < n < N, encontrar uy € V,, y pp € W), tales que

al(up, pp); (0, w)] = La[(v,w)]  V(v,w) € V) x Wiy t, € (to, tn]. (4.67)

al(up,, py), (v, w)] = / (yz ‘v + (%y : VpZ) v+ ()" phw — (Aty)ul - Vw) dz (4.68)

Ln[(v, w)] = /((Atn)(Q/p)" + (dc)"p"wda + At,, /wumds (4.69)

Una eleccion estable de espacios de elementos finitos es para V, los elementos discontinuos
de Raviart-Thomas de orden polinomial £ y para W), los elementos de Lagrange de orden
polinomial & + 1 [I§].

4.4. Modelo computacional

La implementacién computacional del modelo de flujo monofésico se realizé con el pro-
yecto FEniCS 2017.1, el cual es una biblioteca de cddigo abierto, bajo la plataforma de
Python 2.7, en el sistema operativo Linux Ubuntu 16.04, en una computadora Lenovo Think
Pad T420 de 64 bits con procesador quad-core de 2.5 GHz y 8 GB de memoria RAM.

Se va a mostrar el modelo computacional consderando las hipotesis generales, discreti-
zacion de la malla y del dominio, condiciones de frontera y su implementacién en un cédigo
computacional. Para observar la forma que toma la solucion numérica, se considera un nicleo
con las siguientes propiedades (ver cuadro [4.1):

simbolo | Descripcién Valor Unidad
Do Presion inicial 80 DSt
Tw Radio del nucleo 0.02 m
Te Altura del nicleo 0.25 m
0 Viscosidad del aceite 1.31E-02 | Pa-s
k Permeabilidad absoluta 1.51E-13 m?
Co Compresibilidad del aceite (¢f) | 0.00001 1/psi
CR Compresibilidad de la roca 0.000004 | 1/psi
0] Porosidad 0.1978 | fraccién
Q Tasa de inyeccién 1.39E-09 | m?/s
Do Densidad del aceite 8.72E+02 | Kg/m?

Cuadro 4.1: Valores de las propiedades del ntucleo, del caso de estudio del modelo de flujo
monofasico ligeramente compresible.
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Bibliotecas

Primero se importan las bibliotecas que se utilizardn en la parte computacional y que
son necesarias para implementar la solucién computacional.

from fenics import x

from mshr import x

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

Mshr es el componente de generacién de malla de FEniCS. Genera mallas DOLFIN sim-
pliciales en 2D y 3D a partir de geometrias descritas por CSG (Constructive Solid Geometry)
o de archivos de superficie.

NumPy es el paquete fundamental para la computacion cientifica con Python. Con-
tiene entre otras cosas: Un potente objeto de matriz N-dimensional, sofisticadas funciones
de radiodifusién, herramientas para integrar cédigo C/C++ y Fortran, dlgebra lineal util,
transformada de Fourier y capacidades de niimeros aleatorios.

Matplotlib es una biblioteca para graficar de Python que produce figuras de calidad
de publicacién en una variedad de formatos impresos y entornos interactivos a través de
plataformas. Matplotlib.pyplot es una coleccién de funciones de estilo de comando que
hacen que matplotlib funcione como MATLAB. Cada funcién pyplot hace algin cambio a
una figura: por ejemplo, crea una figura, crea un area de trazado en una figura, traza algunas
lineas en un &area de trazado, decora la trama con etiquetas, etc. En matplotlib.pyplot se
conservan varios estados a través de la funcién , De modo que se mantenga al tanto de cosas
como la figura actual y el area de trazado, y las funciones de trazado se dirigen a los ejes
actuales.

Dominio

El dominio del modelo de flujo monofésico es un cilindro de logitud | = 0.25[m] y didmetro
d = 0.02[m], como el que se muestra en la figura (£.I]). Entonces el dominio computacional
lo tomaremos de la siguiente manera:

1=0.25 # core length L=0.08 [m]

d=0.02 # core diameter d=0.038 [m]

r=d/2 # core radius

xmin=0.0

xmax=d

ymin=0.0

ymax=d

zmin=0.0

zmax=1

domain=Cylinder (dolfin . Point (xmin, ymin,zmin) , dolfin . Point (xmin, ymin ,zmax) ,r,r)

Mallado

mesh = generate_mesh (domain, 120)
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Figura 4.2: Mallado del dominio del modelo de flujo monfasico generado con FEniCS.

Fronteras

La numeracién de las fronteras se colocaron de acuerdo a la indexaciéon convenida en la
figura (A1) de la siguiente manera:

boundary_parts = FacetFunction(”size_t”, mesh)
#Boundary condition at the bottom

class BottomBoundary (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
tol = 1E-14 # tolerance for coordinate comparisons
return on_boundary and abs(x[2]) < tol

Gamma_l = BottomBoundary ()
Gamma_l . mark (boundary_parts, 1)

#Boundary condition at the top

class TopBoundary(SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
tol = 1E-14 # tolerance for coordinate comparisons
return on_boundary and abs(x[2] — zmax) < tol

Gamma_3 = TopBoundary ()
Gamma_3. mark (boundary_parts, 3)

Factores de conversion de unidades

millidarcy=le—15 # [m"2]
psi=6894.757 # [Pa]
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Parametros del problema

R = phixc. T

gamma = 0 # Gravity

phi=0.1978 # porosity

¢.R=0.000004/psi #Rock compressibility [1/Pa]
c_£=0.00001/psi #Fluid compressibility [1/Pa]
c.T=c.R 4+ c_f #Total compressibility [1/Pa]
mu=0.0131 # Fluid wviscosity [Paxs]

rho=872 # Fluid density [Kg/m3]

q=0 # Source term

pO0= 80xpsi # Initial pressure [Pa]
u_in=1.39e—9 # Injection wvelocity [m/s]
p_out=p0 # Production pressure [Pa]

#Time

t.0=0.0 # [s] #Initial time

t_N=100 # [s] #End time

dt = 1.0 # Time step

NT=int ((t-N—t_0)/dt) #Number of time steps

# Permeability
k=151«millidarcy

# Hydrodinamic dispersion tensor

Kxx= k # [mD]

K_xy=0.0 # [mD]

K_xz=0.0 # [mD]

K_yx=0.0 # [mD]

K_yy=k # [mD]

K_yz=0.0 # [mD]

K_zx=0.0 # [mD]

Kozy= 0.0 # [mD]

K_zz= k # [mD]

K = as_matrix (((Kxx,Kxy,Kxz) ,(K.yx,Kyy,K.yz) ,(Kzx,Kzy,K.zz)))
Kinv = as_matrix (((1.0/k,0.0,0.0) ,(0.0,1.0/k,0.0) ,(0.0,0.0,1.0/k)))

# boundary normal vector
n = FacetNormal (mesh)

Cuadratura

”

ffc_parameters = {”quadrature_degree”: fs_order 4+ 1, "representation”:
quadrature” }
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4.4.1. Implementacion con la formulacién clasica

Espacios de funciones

fs_order = 2 # function space order
V = FunctionSpace (mesh, ’'Lagrange’, fs_order) # for the pressure
U = VectorFunctionSpace(mesh, ’Lagrange’, fs_order —1) # for the wvelocity

Fronteras naturales y esenciales

Se definieron de acuerdo a la indexacién convenida en la figura (1)) como sigue:

p-B = Constant (u_in)

bcl=DirichletBC (V, p_B, boundary_parts, 1)
p-T = Constant (p_out)

be3=DirichletBC (V, p.T, boundary_parts, 3)
bes = [be3]

Funciones de base y de peso

TrialFunction (V)
TestFunction (V)

p
w

Formulacién variacional clasica

a = Rxpsxwkdx 4+ dtxinner (nabla_grad(w), dot(K/mu,nabla_grad(p)))=*dx
= (Rx#p_1 + dtxq/rho)swxdx 4+ dt*u_inswsxds (1)

=
|

Condicion inicial

p-0 = Expression(’p0’,p0=p0, degree=fs_order + 1)
p-1 = project (p-0, V)

Solucion en el tiempo

= assemble(a)
= Nomne
= Function (V) # the unknown at a new time level
= t_0
while t < t_N:
b = assemble (L, tensor=b)
p-0.t =t
for bc in bes:
be.apply (A, b) #if Dirichlet conditions
solve (A, p.vector(), b, 7lu”)
t 4= dt
p-1.assign(p)
ph = project (p)

+ T o
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u = project(—dot (K/mu, nabla_grad(p)),U) # Darcy Velocity
ux, u.y, u-z = u.split(deepcopy=True) # extract components

49

4.4.2. Implementacion con la formulacién mixta

Espacios de funciones

BDM = FiniteElement ("BDM”, ’triangle’, fs_order+1)
Q = FiniteElement ("DG”, ’triangle’, fs_order)
mixed_element = MixedElement ([BDM, Q])

W = FunctionSpace (mesh, mixed_element)

Fronteras naurales y esenciales

u_B = Constant ((ux_in, uy.in, uz_in)) #Constant flow
bcl=DirichletBC (W.sub(0), u.-B, boundary_parts, 1)

u_R = Constant ((0, 0, 0)) #No flow
bc2=DirichletBC (W.sub (0), u_R, boundary_parts, 2)

p-T = Constant (p-out)
be3=DirichletBC (W.sub (1), p-T, boundary_parts, 3)

bes = [bel, be2]

Funciones de base y de peso

u, p = TrialFunctions (W)
w = TestFunctions (W)

v,

Formulacién variacional

a = inner (muxKinvsu, v)sxdx — div(v)spxdx + Rxpxwxdx 4+ dtxdiv(u)s*wsdx
L = (Rxpl + dt*q/rho)swxdx — p_Txinner (v,n)xds(3)

Condiciones iniciales

p-0= 80xpsi # Initial pressure [Pa]

u.0= 0 # Initial velocity [m/s]

ux_in=0 # Injection velocity [m/s]
uy_in=0 # Injection velocity [m/s]
uz_in=1.39e—9 # Injection wvelocity [m/s]

up0 = Expression((’0.0’, 0.0",, ’0.0°, ’pp’),pp=p-0, degree=fs_order)
upl.interpolate (up0)
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Solucion en el tiempo

up = Function (W) # Define functions for solutions at previous time steps
upl = Function (W) # Define functions for solutions at current time steps
ul, pl = split(upl) # Split system functions to access components

t = t_.0
1=
while t < t_N:

solve(a = L, up, bcs)

(u, p) = up.split ()

t 4= dt

i=i+1

upl.assign(up)

4.4.3. Implementacion con la formulacién mixta-dual

Espacios de funciones

DRT = FiniteElement ("DRT”, ’triangle’, fs_order)
CG = FiniteElement ("CG”, ’triangle’, fs_order+1)
mixed_element = MixedElement ([DRT, CG])
MW = FunctionSpace (mesh, mixed_element)

Fronteras naturales y esenciales

u_B = Constant ([ux_in, uy_in, uz_.in]) #Constant flow
bcl=DirichletBC MW.sub (0), u.-B, boundary_parts, 1)

u_R = Constant ((0, 0, 0)) #No flow
bc2=DirichletBC MW.sub (0), u.R, boundary_parts, 2)

p-T = Constant (p-out)
be3=DirichletBC MW.sub (1), p-T, boundary_parts,

w
~—

bes = [be3]

Funciones de base y de peso

(u, p) = TrialFunctions(MW)
(v,w) = TestFunctions (MW)
dup = TrialFunction (MW)

Formulacién variacional
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o1

al = (dot(u, v) + dot(dot(K/mu,nabla_grad(p)), v))=xdx
a2 = (Rsxpxw — d_txdot(u, nabla_grad(w)))xdx

= al + a2

L = (Rxp_1 + d_t*q/rho)*wxdx + d_txuy_insxwxds(1)

F = a—L

<

Condiciones iniciales

p_-0= Constant (80.0xpsi) # Initial pressure [Pa]
u.0= 0.0 # Initial velocity [m/s]
ux_in=Constant (0.0) # Injection wvelocity [m/s]
uy_in=Constant (0.0) # Injection wvelocity [m/s]
uz_in=Constant (1.39e—9) # Injection wvelocity [m/s]
up0 = Expression((’
upl.interpolate (up0

0.0, '0.0’, ’0.0", ’80.0xpp’) ,pp=psi, degree=fs_order)
)

Solucion en el tiempo

up = Function MWW) # current solution
upl = Function MW) # solution from previous converged step

# Split system functions to access components
u, p = split(up)

u.l, p-1 = split(upl)

du, dp = split (dup)

dF = derivative(F, up, dup)
problem = NonlinearVariationalProblem(F, up, bcs, dF)
solver = NonlinearVariationalSolver (problem)

solver.parameters|[ 'newton_solver ][ "absolute_tolerance’] =
solver.parameters|[ 'newton_solver ][ 'relative_tolerance’] =
t =+t.0

i=0

while t < t_N:
solver.solve ()
(-u, -p) = up.split ()
t 4= dt
i=i+1
upl.assign (up) # Update previous solution

1E-16
1E-16
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4.5. Resultados

La principal motivaciéon de la presente cap fue desarrollar un modelo matematico, numéri-
co y computacional para flujo monofdsico de fluidos ligeramente compresibles en medios
porosos a escala de laboratorio.

La metodologia que se utiliz6 para llevar a cabo dicho desarrollo consistiéo primero en
plantear un modelo conceptual, en el cual se establecieron las hipotesis, los alcances y las
limitaciones del modelo. Posteriormente, aplicando la formulacion sistematica de la modela-
cién de medios continuos, se obtuvo un modelo matematico, obteniendo un sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales con condiciones iniciales y de valores en la frontera. Después, se
desarrollé una versién discretizada del modelo matemadtico (Formulacién Variacional), con
el método de elementos finitos. Finalmente se realizé su implementacién computacional me-
diante el software FEniCS project 2017.1 bajo la plataforma de Python 2.7. Las soluciones
numeéricas son comparadas con las obtenidas con el software comercial COMSOL Multiphy-
sics. Se muestra un caso de estudio en un cilindro vertical donde se inyecta agua en la parte
inferior y se produce en la parte superior.

N Ly
1 Min. 55158 e5 [Pa] (@ ~ 025m
i © 020m
b _ . 015m
l .
__ |
o N 0.10 m
- pos | 0.05m
.S Max. 5.5161 e5 [Pa]’ _—00m
- “0.05m

(a) (b)

Figura 4.3: (a) Malla irregular del dominio generada con COMSOL Multiphysics con 5971
grados de libertad, 3304 elementos tetraédricos Lagrange cuadraticos, 969 puntos de malla.
(b) Distribucién final de la presién a lo largo del nicleo del modelo de flujo monfisico al
cabo de 100 segundos, obtenida con COMSOL Multiphysics.

En la figura se puede observar que la mayor presién se encuentra en la entrada del
nicleo donde se esta inyectando el fluido, mientras que en la salida del nicleo donde hay
una producciéon constante, se aprecia una menor presion.

En la figura (£4) se muestran los perfiles del célculo numérico de la evolucién de la
presion en cada segundo a lo largo de la altura del niucleo, durante un periodo de tiempo
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Figura 4.4: Perfiles de presion a lo largo de la altura del nicleo tomado cada segundo con:
(a) COMSOL Multiphysics (b) FEniCS con MEF Clasico (¢) FEniCS con MEF Mixto (d)
FEniCS con MEF Mixto-Dual.
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de 100 segundos. La forma de las curvas en dicha figura se deben a que la mayor presiéon
se encuentra en la entrada del nucleo donde se esta inyectando el fluido, mientras que en
la salida del nucleo, donde hay una produccién constante, se aprecia una menor presion,
comenzando con una presion inicial constante de 80 [psi] equivalente a 551580.8 [Pal, que al
evolucionar cada segundo, se puede apreciar su estabilizacién a los pocos segundos.

Se puede observar también que las graficas de los perfiles de la presion son muy simila-
res tanto en COMSOL Multiphysics como con FEniCS 2017 con los diferentes métodos de
elementos finitos (clasico, mixto y mixto-dual) descritos anteriormente, sin embargo existen
ciertas diferencias en los calculos numéricos como se podra apreciar en la seccién
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Figura 4.5: Perfiles de la velocidad a lo largo de la altura del nicleo cada segundo con:
(a) COMSOL Multiphysics (b) FEniCS con MEF Clasico (¢) FEniCS con MEF Mixto (d)
FEniCS con MEF Mixto-Dual.

En la figura ([LI) se muestran los perfiles del célculo numérico de la evolucién de la
velocidad del fluido obtenida con la ley de Darcy, en cada segundo a lo largo de la altura del
nucleo, durante un periodo de tiempo de 100 segundos. La forma de las curvas en dicha figura
se deben a que en la entrada del nucleo se esta inyectando el fluido a una tasa constante,
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mientras que en la salida del ntcleo, donde hay una produccién constante, se aprecian los
cambios de la velocidad que decae linealmente.

Se puede observar también que las gréficas de los perfiles de la velocidad son muy similares
tanto en COMSOL Multiphysics como con FEniCS 2017.1 con los tres diferentes métodos de
elementos finitos (clasico, mixto y mixto-dual) descritos anteriormente, sin embargo existen
ciertas diferencias en los calculos numéricos como se podréa apreciar en la seccién
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Figura 4.6: Cambio de la presion en la entrada y en la salida del niicleo con respecto al tiempo
obtenido con COMSOL y los diferentes métodos implementados en FEniCS del modelo de

flujo monfésico.

En la figura se pueden apreciar las graficas de la diferencia de presién en la entrada
y en la salida del ntcleo con respecto al tiempo, obtenidas tanto con FEniCS como con

COMSOL Multiphysics, para visualizar su comparacién entre ambas gréficas.

Las simulaciones realizadas tanto con FEniCS como con COMSOL muestran un compor-
tamiento muy similar, ademas se comportan de una manera muy coherente con las condicio-
nes impuestas en las fronteras. La ventaja de usar el software libre FEniCS es que podemos
implementar los modelos matematicos hechos a la medida de las condiciones especificas de
nuestro problema fisico particular con una gran aproximacién numérica a través del método

de elementos finitos.

Un método comun para probar la implementacion de un método numérico es comparar
la soluciéon numérica con una solucién analitica exacta del problema de la prueba y concluir
que el programa funciona si el error es ”lo suficientemente pequeno”. Esta es una técnica de
verificacion muy potente y se explica en detalle en la seccion
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4.6. Analisis de las tasas de convergencia

Una cuestion central para cualquier método numérico es su tasa de convergencia: La
rapidez con la que el error se aproxima a cero cuando se aumenta la resolucién. Para los
métodos de elementos finitos, esto corresponde a probar, que el error E = p, —p esta limitado
por el tamano de malla h a alguna potencia m; es decir, ||E|| < Ch™ para alguna constante
C. Al nimero m se le conoce como la tasa de convergencia del método.

Definiendo el tamano del elemento como h = 1/n, donde n es el niimero de divisiones en la
direccién de x o y. Todos los ejemplos se resolvieron para una particién uniforme del cuadrado
unitario. El ntimero de elementos n se tomé igual en ambas direcciones (n = n, = ny,)
y se incrementd sucesivamente n = 4,8, 16, 32,64, 128, 256.Se realizaron experimentos con
ho > hy > hy > ... y se calcularon los errores correspondientes Ey, Fy, Fs, ...

Suponiendo que F; = Ch]" para constantes desconocidas C' y m, podemos comparar dos
experimentos consecutivos E;_1 = Ch", y E; = Ch]", de donde se obtiene que

E;i_ E;
1 — C

m = im
i—1 h’z

(4.70)

aplicando la funcién logaritmo de ambos lados de la igualdad

In (EH) —=In (5) (4.71)
it1 hi

aplicando las propiedades de los logaritmos

reacomodando términos y factorizando la constante m
aplicando nuevamente las propiedades de los logaritmos
finalmente se deduce m
ln(EZ/EZ_l)
m s S ——
ln(hl/hz_l)

Los valores de m se aproximan a la tasa de convergencia esperada conforme ¢ aumenta.

(4.75)

Para ilustrar los calculos de la tasa de convergencia del error de las soluciones en los tres
tipos de métodos de elementos finitos, los experimentos numéricos consistieron en resolver
la ecuacién eliptica general de segundo orden (L76) con condiciones de frontera de tipo
Dirichlet impuestas por la soluciéon analitica, usando el método de elementos finitos con
polinomios lineales, cuadraticos y cubicos. Sera prudente construir un problema con una
solucién analitica conocida para que podamos comprobar facilmente que la solucion calculada
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es correcta. Consideremos el siguiente problema con valores en la frontera, sobre el cuadrado
unitario:

—~V-(a-Vp)+V-(bp)+ep=f Vxel0,1]x][0,1] (4.76)
p(z) =0, Vxe€0[0,1] x[0,1] (4.77)

:[(1) ﬂ @:(8); c=0 (4.78)

Para mostrar el cdlculo de las tasas de convergencia, se elige una solucion exacta p, € C':

donde

e

pe(x,y) = sin(rz)sin(my) (4.79)
Al sustituir la ecuacién ([L79) en la ecuacion ([A.70), esta eleccion implica lo siguiente:
f(z,y) = 2n?sin(nx)sin(my) (4.80)

Este método sencillo pero muy poderoso para construir problemas de prueba, se llama
método de soluciones fabricadas: se escoje una expresion simple para la solucién exacta, se
sustituye en la ecuacién para obtener el lado derecho (término fuente f), luego se resuelve
la ecuacion con este lado derecho y usando la condicion de frontera, se trata de reproducir
la solucién exacta.

Para el modelo numérico de la ecuacion eliptica, se desarroll6 la formulacion variacional y
se realizé la implementacion computacional mediante el lenguaje de Programacion Python,
utilizando la biblioteca FEniCS 2017.1.

Se realizdé la comparacién de la convergencia de los métodos de elementos finitos en
términos del error medido con la norma Lo, la cual se define como
1/2
Error = /(pe — p)’dx , Vz el (4.81)
Q
donde p. es la solucion exacta y p es la solucion numérica aproximada.

Se lograron resultados interesantes, usando la norma L, de la diferencia de los grados de
libertad, se obtuvo el siguiente cuadro:

Elemento | n=8 |n=16 | n=32 | n=064
Py 1.83 1.96 1.99 2.0
P, 3.08 3.03 3.01 3.0
P 4.02 4.02 4.01 4.0
Py 4.98 4.99 5.0 5.0
Cuadro 4.2:

En el cuadro ([@2]), una entrada como 1.99 para n = 32 y Py significa que se ha estimado
la tasa de convergencia m = 1.99 comparando dos mallas, con resoluciones n = 32 y n = 16,
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utilizando elementos P; (Lagrange de orden 1). Se puede observar la superconvergencia
para Py en los nodos. Las mejores estimaciones de las tasas aparecen en la columna mas
a la derecha, ya que estas tasas se basan en las resoluciones més finas y por lo tanto més
profundas en el régimen asintético (hasta llegar a un nivel donde los errores de redondeo y
la solucién aproximada del sistema lineal comienza interpretar un papel).

El orden m del error con respecto a h, es decir O(h™) se obtuvo a partir de la estimacién
de la pendiente de la regresién lineal en la grafica de —log(error) contra —log(h), para
diferentes valores sucesivamente menores de h.
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(a) Andlisis de la tasa de la convergencia del
MEF Clasico para la velocidad w.

(b) Anélisis de la tasa de la convergencia del
MEF Clasico para la presién p.

Figura 4.7:

En la figura (A7), se muestra el analisis de la tasa de la convergencia del Método de
Elementos Finitos Clasico, para el error en la velocidad u y el error en la presion p, calculados
con elementos de Lagrange de orden d. Los errores de la norma Ly muestran una tasa de
convergencia m = d esperada para la velocidad u y una tasa de convergencia m = d + 1
esperada para la presion p.
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(a) Andlisis de la tasa de la convergencia del
MEF Mixto para la velocidad w.

(b) Anélisis de la tasa de la convergencia del
MEF Mixto para la presion p.

Figura 4.8:
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En la figura (L), se muestra el andlisis de la tasa de la convergencia del Método de
Elementos Finitos Mixto, para: (a) el orden del error en la solucién numérica aproximada
de la velocidad u calculada con elementos Brezzi-Douglas-Marini (BDM) de orden d y (b) el
orden del error en la soluciéon numérica aproximada de la presion p calculada con elementos
Galerkin Discontinuos (DG) de orden d — 1. Los errores de la norma L, muestran una tasa
de convergencia m = d esperada para la velocidad u y la presiéon p.

9 Tasas de Convergencia de la velocidad con Mixto Dual
T T T
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(a) Analisis de la tasa de la convergencia del (b) Anadlisis de la tasa de la convergencia del
MEF Mixto-Dual para la velocidad w. MEF Mixto-Dual para la presién p.

Figura 4.9: Analisis del error con el MEF Mixto-Dual

En la figura (49]), se muestra el andlisis de la tasa de la convergencia del Método de Ele-
mentos Finitos Mixto-Dual, para: (a) el orden del error en la solucién numérica aproximada
de la velocidad w calculada con elementos Raviart-Thomas Discontinuos (DRT') de orden d
y (b) el orden del error en la solucién numérica aproximada de la presién p calculada con
elementos de Galerkin Continuos (CG) de orden d+ 1. Los errores de la norma L, muestran
una tasa de convergencia m = d + 1 esperada para la velocidad u y la presién p.
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Capitulo 5

Modelo de transporte
multicomponente

En el presente capitulo se desarrolla el modelo de transporte multicomponente en un me-
dio poroso, el cual se puede expresar como un sistema no-lineal de ecuaciones diferenciales
parciales parabdlicas que se puede resolver numéricamente mediante el método de elementos
finitos estandar para discretizar el espacio, mientras que para para discretizar el tiempo se
aplica el método de Euler hacia atrdas y se derivan las formulaciones variacionales de las
ecuaciones de transporte de cada una de las componentes. Finalmente se resuelve el sistema
de ecuaciones no-lineales con un método tipo Newton, el cual se implementé computacional-
mente con elementos finitos mixtos.
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5.1. Modelo conceptual

En el modelo de transporte multicomponente en un medio poroso se van a considerar las
siguientes hipotesis generales:

1. Sélo hay una fase fluida (f) y una fase sélida (s). Ambas son ligeramente compresibles.
2. Hay m componentes en la fase fluida (f) y en la fase sélida (s).
3. El medio poroso se considera homogéneo, isétropo y completamente saturado.

4. Algunas componentes pueden pasar de la fase fluida a la fase solida y viceversa mediante
mecanismos de transporte como procesos de adsorcién, desorcion, adveccion, difusién,
dispersion y reaccion.

5. El estado inicial de la porosidad es constante, pero permite la variaciéon dinamica de
la porosidad debido a los procesos de taponamiento/destaponamiento.

6. La permeabilidad inicial es constante y es la misma en todas las direcciones, pero se
puede modifcar en funciéon con la porosidad de los procesos.

7. Velocidad constante y condiciones de frontera generales.

5.2. Modelo matematico

Los modelos de transporte multicomponente en medios porosos desarrollados en el pre-
sente trabajo se pueden expresar como un sistema no-lineal de m ecuaciones diferenciales
parciales parabdlicas generales de segundo orden, donde para cada componente 7 se tiene

dc;
Ria—i ~ V(D V) + Vo (we) = [, YreQyt>i (5.1)
c=c | VzeQyt=ty (5.2)
Ci = Cip Vg < aDQ Yy t>1p (53)
- - (22 . VCZ) = Gio , \V/Z € 8NQ Yy t > to (54)

donde D. es un tensor simétrico, positivo definido, acotado y suave a tramos en {2 de la

Dyy Dy D3
forma D = Dyy Dy Do |, con D;; = Dyj(z,t), u; = u,;(z,t), mientras que r; = r;(z,t)
D3y D3y Dss

y fi = fi(z,t). Q es un dominio acotado con frontera 02, a su vez la frontera estd formada por
dos partes, una con condiciones de tipo Dirichlet 0p€2 y otra con condiciones de tipo Neumann
On€, donde la frontera 9Q = OpQ U AN, con dpQ N ONQ =0 v ¢; es la concentracion de la
componente ¢, con ¢ = 1,2,3, ..., m.
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5.3. Modelo numérico

Como el método numérico a aplicar en este caso es el de elementos finitos, usualmete
se prefiere para los casos no estacionarios realizar una semidiscretizaciéon en el tiempo de la
ecuacién diferencial. Aqui se usara por simplicidad y por razones de estabilidad un esquema
de diferencias finitas hacia atras para el término del tiempo en cada componente i:

n n n—1

ot At,

+ O(At,) (5.5)

donde ¢! = ¢;(z,t,) v el tamano del paso del tiempo es At,, =t, —t,_1,conn=0,1,..., N.
Entonces para un tiempo t,, dado, se puede reescribir la ecuacién (5.I) como sigue:

n_ ol
RIS =V (D V) + V- (w)ef) + il = f} (56)

con R} = Ri(z,t,), ¢ = ci(z,tn), D = D (x,tn), wi =w;(x,tn), v =rilz,ta) y 7@, tn).

1 =
Reacomodando los términos de la ecuacién (5.0), se tiene que
n

R:L n n n n n.n\ __ Rz n—1 n
<Atn+7’i)ci v (QZ \Ye gici)—Atnci + f (5.7)

Sea W; = {¢; € H'(Q)|e; = ci9, Yz € IpQ} el espacio de las funciones de base de la
componente i y W; = {w; € H'(Q)|w; =0, Vz € pQ} el espacio de las funciones de peso
de la componente i, donde H'(Q) = {w € L3*(Q) : Vw € L*(Q)} es el espacio de Sobolev y
L*(Q) = {w : [, ||w]|*dz < oo} es un espacio vectorial normado.

Multiplicando la ec. (57) por una funcién de peso w; € We integrando sobre (2 resulta:

Rzn n n n n n.n B RZ" ne1l N
/ (A—tn + T’i) clw;dz /V (22 Ve —ulewdr = / (Atnci + f; ) widz  (5.8)
Q Q O

integrando por partes la segunda integral de la izquierda de la igualdad de la ecuacién (5.8)

R"
/ <ﬁ + 7’2") clw;dx + /Vw,- . (Q? -V =l )dx — /wl(gl1 -V —ulcl) - ndz
" Q a0

Q
_ R:L n—1 n )
Q

Por otro lado

/wZ(QZ‘ Vel —ulel) -ndr = / w,(g? Vel —ulel) - ndx + / wZ(QZ‘ Ve —ulel) - ndz

90 ONQY dpQ2
(5.10)
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como w; € W; entonces w; = 0 sobre la frontera de tipo Dirichlet, por lo cual la integral
sobre la frontera de Dirichlet en la ecuacién (5.I0) es igual a cero, en consecuencia

- /wZ(Q:L Vel —ulel) - ndx = — / wi(D - Ve —uic}) - ndx
o0 BN
— — [ vy nde+ [ duad nds (5.11)

INQY INQY

sustituyendo la ec. (L.I1]) en la ec. (59), después aplicando la condicién de frontera (B.4]) y
reacomodando términos, se obtiene la formulaciéon variacional de la componente 7

/(fg +7r )cwdx+/Vw, (D - Ve —uc)dx+/cwu - ndzx
P n

ONQ2

R”
= /(A; n— 1—|-f )widz— /wigiadz (5.12)
Q

ONQ

Es conveniente pensar en el sistema de ecuaciones del modelo de transporte multicomponente
como un vector de ecuaciones diferenciales parciales. Las funciones base y de peso, también
se recogen en un vector, es decir, si " = (cf, ..., c;,) € W =W x ... x W, es el vector de las
funciones de base y w = (wy, ..., w,,) € W =W, x...x W, es el vector de las funciones de
peso, entonces la formulacién variacional del modelo de transporte multicomponente es el
producto interior del vector de ecuaciones diferenciales parciales y el vector de las funciones
de peso, lo cual se puede expresar como la suma de todas las formulaciones variacionales de
las componentes, como se muestra a continuacion:

/ (fg + 7}”) ciwidz + / Vw; - (22" Vel —ulcl)dz + / Fwal - ndx
@ Q

ONQ2

R»
/ <AZ -l +f") w;dx — / w; gipdx (5.13)
Q

ONQ

M-

s
I
—_

I
gt

Se puede reescribir la formulacién variacional del modelo de transporte multicomponente
(EI3) en su forma bilineal y lineal de la siguiente manera:

Encontrar ¢ € W tal que a(c",w) = L(w), Yw € W para cada n = 1,2, ..., N donde

a(c", w) Z /( )cwdx+/Vw, (D" - Ve —uc)dx+/cwu -ndzx

i=1 INQY

(5.14)

L(w) = /(f—;c?_“rf,-") widz — /wigiadz (5.15)

OnQ2
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A partir de las ecuaciones (5.14) y (E.15), se puede expresar el problema variacional no-lineal
del modelo de transporte multicomponente de la siguiente forma:

Encontrar ¢ € W tal que F(c",w) =0, Yw € W para cada n = 1,2, ..., N donde
F(c"w) = a(c",w) — L(w) (5.16)
También se puede considerar el problema variacional no-lineal de cada componente i:
Encontrar ¢} € W; tal que F(cj';w;) =0, Vw; € W;, para cadan =1,2,..., N, donde ahora
F:W; x W; = R es una forma semilineal, lineal en el(los) argumento(s) después del punto

y coma (; ). Para discretizar este problema variacional no-lineal, se puede restringir a un par
de espacios discretos de base Wy, C W; y de peso VVm C W

Encontrar ¢, € Wi, tal que F(c:w;) =0, Yw; € Wy, para cadan = 1,2, ..., N.

La solucién de elementos finitos cf}, = Z?Zl Cl3¢; puede calcularse resolviendo un sistema
no-lineal de ecuaciones b(C?) = 0, donde b : R® — RM y

2

Para resolver el sistema no-lineal (5.17) por el método de Newton o alguna vaiante del método
de Newton, se calcula el Jacobiano A = V/. Si la forma semilineal F' es diferenciable en 7,
entonces las entradas del Jacobiano A estan dadas por

ob(Cr) D A g , A
Ak ( zh) n n F(C:Lhu (bk) = ( Cins (bk) Zn F (Cznh; ¢k)¢ =F (Cznh; ¢ j ) ¢k)
J ocE  acr ac: ) j

(5.18)
En cada iteracién de Newton, se debe evaluar (ensamblar) la matriz A y el vector b, y
actualizar el vector solucién CI* por

=@M —scCch, r=0,1,.., (5.19)

donde 0(C)" resuelve el sistema lineal
A(cy )0(CF)" = blciy) (5.20)

Hay que notar que para cada ¢}, fija, a = F'(c}';-,-) es una forma bilineal y L = F(cl};) es
una forma lineal. En cada iteracién de Newton, se resuelve un problema variacional lineal
de la siguiente forma: Encontrar oc] € Wi, o, para cada n = 1,..., N tal que

F'(cy; dcit,wi) = Flcpswg),  Vw; € Wi (5.21)

donde Wi = {c} —c} : ¢}, c} € Wy, }. Discretizando la ecuacién (5.2I)) como un problema
lineal, se recupera el sistema Tineal G20).

Al formular el método de Newton a un nivel de ecuaciones diferenciales parciales, se
produce una linealizacion de éstas, antes de ser discretizadas. Este método es mas sencillo,
aunque no esta tan cominmente documentado en la literatura sobre métodos numéricos para
ecuaciones diferenciales parciales. Aparentemente no hay necesidad de diferenciaciones para
derivar una matriz Jacobiana, pero se hace una derivaciéon matematicamente equivalente
cuando los términos no lineales se linealizan usando los primeros dos términos de la serie de
Taylor y cuando se descuidan los productos en la perturbacién §(c)".
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5.4. Modelo computacional

La implementacién computacional de la formulacién variacional del sistema de m ecua-
ciones se realizd en el lenguaje de programacion Python 2.7 utilizando FEniCS project
2017.1, el cual provee un solucionador tipo Newton en la forma de la clase NewtonSolver
para resolver sistemas de ecuaciones no-lineales de la forma F(z) = 0, donde z € R" y
F : R" — R™. Para resolver un problema de este tipo usando el solucionador tipo Newton
de FEniCS, es necesario proporcionar una subclase de NonlinearProblem. El propdsito de
un objeto NonlinearProblem es evaluar I’y el Jacobiano de F, el cual sera denotado por
J :R" — R"xR". A continuacién se muestra un esquema de una clase MyNonlinearProblem
para resolver una ecuacién diferencial no lineal.

class MyNonlinearProblem (NonlinearProblem ) :
def __init__(self, L, a, bc):

NonlinearProblem . __init__(self)
self . L = L

self.a = a

self .bc = bec

def F(self, b, x):
assemble(self.L, tensor=b)
self .bc.apply (b, x)

def J(self, A, x):
assemble(self.a, tensor=A)
self.bc.apply (A)

Un objeto MyNonlinearProblem se construye usando una forma lineal L, que cuando
se ensambla corresponde a F'; y una forma bilineal a, que cuando se ensambla corresponde
a J. Una vez que se ha definido una clase de problema no lineal, se puede crear un objeto
NewtonSolver y se puede usar el solucionador tipo Newton para calcular el vector de solucién
x del problema no lineal:

problem = MyNonlinearProblem (L, a, bc)
newton_solver = NewtonSolver ()

newton_solver.solve (problem, u.vector())

Se pueden establecer varios parametros para determinar el comportamiento del solucionador
tipo Newton, por ejemplo:

newton_solver = NewtonSolver ()

newton_solver.parameters|[” maximum_iterations”] = 20
newton_solver.parameters[”relative_tolerance”] = 1.0e—6
newton_solver.parameters|[” absolute_tolerance”] = 1.0e—10
newton_solver.parameters[”error_on_nonconvergence”] = False

Para un uso més avanzado, se puede construir un NewtonSolver con argumentos que es-
pecifiquen el solucionador lineal y el preacondicionador que se utilizaran en el proceso de
solucién. Los métodos tipo Newton pueden ser automatizados con herramientas de FEniCS

problem = NonlinearVariationalProblem (F, u, bes, J)
solver = NonlinearVariationalSolver (problem)
solver.solve ()
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donde F corresponde a la forma no-lineal F'(u; v), u es la incégnita que es un objeto Function,
bcs representa las condiciones de frontera esenciales (en general una lista de objetos de la
clase DirichletBC) y J es una forma variacional para el Jacobiano de F

El lenguaje UFL, usado para especificar formas débiles, soporta la diferenciacion de estas
formas. Esta caracteristica facilita el cdlculo simbaolico automatico del Jacobiano J llamando
a la funcién derivative con F, la solucion calculada mas recientemente u_, la cual es una
Function y la incognita u que es una TrialFunction, como parametros:

u = TrialFunction (V)
v = TestFunction (V)
u_ = Function (V)

= ™

= action(F, u.)

J = derivative(F, u., u) # Gateaux derivative in dir. of u

La penultima declaracién es equivalente a F'(u = u_;v), donde u_ es una funcién de
elemento finito existente que representa la aproximacion calculada mas reciente a la solucion.
La derivada J(J) de F(F) es formalmente la derivada de Gateaux DF(u*;du,v) de F(u,v)
en v = u_ en la direcciéon de du. Técnicamente, la derivada de Gateaux se calcula como:

d
hmd Fi(u-+ edu;v) (5.22)

e—0

La du es ahora la funcién de base y u_ es la aproximacién previa a la solucion wu.

El siguiente codigo define un problema variacional no-lineal y un solucionador asociado
basado en el método de Newton. También muestra la manera de establecer parametros clave
en el método de Newton, asi como la eleccion del solucionador, el preacondicionador y los
parametros asociados, para el sistema lineal que ocurre en la iteracion de Newton.

problem = NonlinearVariationalProblem(F, u_, bcs, J)
solver = NonlinearVariationalSolver (problem)
prm = solver.parameters
prm[”newton_solver” ][”absolute_tolerance”] = 1E-8
prm [’ newton_solver” |["relative_tolerance”] = 1E-7
prm[”newton_solver” ] [”maximum_iterations”] = 25
prm [’ newton_solver” |["relaxation_parameter”] = 1.0
if iterative_solver:
prm[”linear_solver” gmres77
prm [” precond1t10ner”] 7ilu?
prm[” krylov_solver” ][”absolute_tolerance”] = 1E-9
prm[” krylov_solver” ][”relative_tolerance”] = 1E-7
prm[” krylov_solver” ][”maximum_iterations”] = 1000
prm[” krylov_solver” ][”gmres” | ["restart”] = 40
prm[” krylov_solver” ][”preconditioner” | [7ilu” |[” fill_level”] =0

set_log_level (PROGRESS)

solver.solve ()

El objeto u_ con el que se retroalimenta el problema variacional no-lineal, se llena con la
solucion mediante la llamada solver.solve().
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Espacio de funciones

fs_order = 2 # function space order
P = FiniteElement (’P’, ’triangle’, fs_order)
element = MixedElement ([P,... ,P]) # one P for each component, m-times

W = FunctionSpace (mesh, element) # function space for system equation

Funciones de base y de peso

cl,...,cm = TrialFunctions (W)
wl,...,wm TestFunctions (W)

Forma variacional

a = Rlxclxwlxdx + dtsxinner (nabla_grad(wl), dot(Dl,nabla_grad(cl))—uxcl)=xdx
+ dtsrlsclswlxdx + dtxdot(u,n)*clswlxds(i)

+ Rmscmswmsdx + dtxinner(nabla_grad(wm), dot(Dm,nabla_grad(cm))—uxcm)xdx
+ dtsrmxcmswmsdx + dtxdot (u,n)xemrwmkds (1)

L = (Rlxcl_-n 4 dtxql)swlsxdx — dtxgl_insxwlxds(i)

+ (Rmscm_n + dtxqm)swmxdx — dtxgm_inswmsds (1)

F=a—-1L

Condiciones iniciales

¢.0 = Expression((’cl0’,...,’ecm0’),¢c10=c1.0,... ,cm0=cm_0, degree=fs_order)
c.n.interpolate (c.0)

Vector de velocidad constante

u = Constant ((u_l,...,um)) # with u-1,...,u-n constants

Lista de condiciones de frontera

bes_t = [be.l,... ,ben] # List of boundary conditions
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Solucién en el tiempo
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¢ = Function (W)
c.n = Function (W)

cl,... ,ecm = split(c)

clon, ... ,cmon = split(con)
t.0 = ... # Initial time [s]
t-N = ... # Final time [s]
dt = ... # Time step [s]

t = t-0

while t < t_N:
# Solve Transport problem for time step
solve (F = 0, c, bcs_t)
¢l ..., cm = c.split ()
c_n.assign(c) # Update previous solution
t 4= dt
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Capitulo 6

Modelo de flujo monofasico y
transporte multicomponente

En el presente capitulo se desarrolla el modelo de flujo monofasico y transporte multi-
componente acoplado y se resuelve numéricamente mediante el método de elementos finitos
para discretizar el espacio, donde se derivan la formulacién variacional mixta-dual para la
ecuacién de flujo y las formulaciones variacionales estandar de las ecuaciones de transpor-
te, mientras que para para discretizar el tiempo se aplica el método de Euler hacia atras.
Finalmente se resuelven simultdaneamente en un sistema de ecuaciones no-lineales.
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Capitulo 6. Modelo de flujo y transporte

Modelo conceptual

. Sélo hay una fase fluida (f) y una fase sélida (s). Ambas son ligeramente compresibles.

. El fluido es ligeramente compresible.

El flujo del fluido en el medio poroso es monofasico con un componente.

Consideraremos un fluido Newtoniano que ocupa el espacio intersticial del medio po-
roso, bajo condiciones isotérmicas.

Se considera la ley de Darcy.

El flujo de la masa debido a la dispersion y difusién son tan pequenos con relacion al
flujo de la masa que se pueden despreciar.

La interfase fluido-sélido es una superficie material con respecto a la masa del fluido
tal que ninguna masa del fluido puede cruzarla.

Hay conservacion en la masa del fluido.
Hay m componentes en la fase fluida (f) y en la fase sélida (s).
El medio poroso se considera homogéneo, isétropo y completamente saturado.

Algunas componentes pueden pasar de la fase fluida a la fase sélida y viceversa mediante
mecanismos de transporte como procesos de adsorcién, desorcion, adveccion, difusién,
dispersién y reaccion.

El estado inicial de la porosidad es constante, pero permite la variacién dinamica de
la porosidad debido a los procesos de taponamiento/destaponamiento.

La permeabilidad inicial es constante y es la misma en todas las direcciones, pero se
puede modifcar en funcion con la porosidad de los procesos.

Velocidad variable y condiciones de frontera generales.
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6.2. Modelo matematico

gbct +V u=gqlp , YreQyt>t (6.1)
1
u=——k-Vp , VeeQuyt >ty (6.2)
0=
Je;
Rig—ct—V-(Qi-Vci)—i-V-(gici)erici:fi LYz eQ y t>t (6.3)
p=po , VreEQ y t=t (6.4)
c=c VeeQ y t=tg (6.5)
P=ps , Ve € OpQ) y t >t (6.6)
C; = Cip Vgé@DQ y t>1 (67)
—n-u=gy , Vre€oinQ y t>t, (6.)
—n-(D.-Vea)=gip ., VeI y t>t (6.9)
donde k y D. son tensores simétricos, positivos definidos, acotados y suaves a tramos en
ki ki ks Dy Dip Dis
Q) de la forma ﬁﬁ = k’gl k‘gg k‘gg y Ql = Dgl Dgg D23 , con kij = kij(ﬁa t) y
k31 kaa k33 D31 D3y Ds3

Dij = Dij(£7 t)> U; = ﬂi(£> t)? mientras que p = p(£7 t)? H= :U“(£> t)’ ¢ = ¢(£a t)> q= Q(ﬁ, t)a
R; = Ri(z,t), ri =ri(z,t) y fi = fi(z,t). Q es un dominio acotado con frontera 0€2, a su vez
la frontera estd formada por dos partes, una con condiciones de tipo Dirichlet 0p{2 y otra
con condiciones de tipo Neumann 9y, donde 99 = 0pQ U In€, con OpQ NN =0y ¢
es la concentracién de la componente ¢, con ¢ = 1,2,3,....m.

6.3. Modelo numeérico

Se observé que tanto en una formulacién variacional estandar como en una formulacién
variacional mixta-dual, las condiciones de frontera naturales son las de tipo Neumann y las
condiciones de frontera esenciales son las de tipo Dirichlet. Debido a esta observacion es
posible acoplar el modelo de flujo monofasico con el modelo de transporte multicomponente
en FEniCS, combinando la formulacién variacional mixta-dual del modelo de flujo monofési-
co (ver ecuaciones ([L6Y) y (LGF)) con la formulacién variacional esténdar del modelo de
transporte multicomponente (ver ecuaciones (5.14)) y (515)).

Encontrar (¢}, pi,up) € W, x W, xV, C W xW xV tal que para cadan =1,2,3,..., N,
Fl(cy,ppoup), (w,w,v)] =0, Y(w,w,v) e WxW xV (6.10)

donde
F[(QZ’pZ>QZ)> (ﬂ, ’LU,Q)] = a[(§Z>pZ>QZ)> (ﬂ, ’LU,Q)] - L[(wa way)] (6'11)
W, =Wy x ..o xWpn , W=Wx.ox W, ., EEWlx...me
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con

1
al(cp, Ph> up), (W, w,v)] = /uﬁ~y+ <E§” : Vp?i) v+ (¢c)"prw — (Aty)uy - Vwdz

+ Z /((RZ" + Atprf)cjw; + At,Vw; - (D - Ve, — wi'cly))de + At, / chwul - ndx

i=1 Q ONQ2
(6.12)
Llww,o)] = [ (At @/ + 6e)s s+ 8ty [ wuds
Q ONS2
+ Z /((Atn)le_'_R?C?_l) widx — Aty / w;giodx (6.13)
=1\ NGO

6.4. Modelo computacional

La implementacion computacional de la formulacién variacional del sistema de m ecuacio-
nes se realizo en el lenguaje de programacion Python 2.7 utilizando FEniCS project 2017.1.

Espacios de funciones

fs_order = 2 # function space order

DRT = FiniteElement ("DRT”, ’triangle’, fs_order)

CG = FiniteElement ("CG”, ’triangle’, fs_order+1)

P = FiniteElement (’P’, ’triangle’, fs_order)

element = MixedElement ([P,... ,P,CG,DRT]|) # one P for each component, m—times
W = FunctionSpace (mesh, element) # function space for system equation

V = VectorFunctionSpace(mesh, P’ fs_order+1) # function space for welocity

Funciones de base y de peso

Considerando cl, ..., cm las m componentes del modelo de transporte multicomponente,
cm1 como la presién y em?2 como la velocidad del fluido, entonces hay m + 2 incégnitas:

cl,...,ecm,cml,cm2 = TrialFunctions (W)
wl,... ,wm,wml,wm2 = TestFunctions (W)

Condiciones iniciales

¢.0 = Expression((’cl0’ ,...,’ecm0’,’cm1.0’,70.0",70.07) ,¢10=c1_0,... ,cm0=cm_0,
cml0=cml1._0, degree=fs_order)
c.n.interpolate(c_0)
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Forma variacional
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a = dot(cm2,wm2)*dx + dot(dot((1/muw)=+Dm2, nabla_grad(cml)) ,wm2)x*dx
+ R_cmlxcmlswmlsxdx — dtxinner (nabla_grad(wml), cm2)xdx

+ R_clxclsxwlxdx + dtxinner(nabla_grad(wl), dot(Dl,nabla_grad(cl))—uxcl)=xdx
+ dtxr_clxclswlxdx + dtxdot(u,n)*clxwlxds(1)

+ R_cm*cmswmsdx + dt+inner(nabla_grad (wm), dot(Dm, nabla_grad (cm))—uxcm)xdx
+ dt*r_cmxcmswmsdx  + dtxdot (u,n)scmxwmsxds (1)

L = (R.emlxemln + dtsxq_cml)swmlsxdx + dtxg_cml_inswmlxds
+ (Roelxcln 4+ dtxq_cl)swlxdx — dt*xg_cl_insxwlxds(i)

+ (R.emxemon + dtxq_cm)swmkdx — dtxg_cm_inswmsds (i)

F=a—-1L

Solucién en el tiempo

uf = Function (V)

¢ = Function (W)

c_n = Function (W)

cl,...,cm, cml, cm2 = split(c)

clon ;... ,emn, cmln, cm2.n = split(c.n)
t.0 = ... # Initial time [s]

t-N = ... # Final time [s]

dt = ... # Time step [s]

t = t-0

while t < t_N:
bes_t = [be.l,... ,ben] # List of boundary conditions
# Solve Flow and Transport problem for time step
solve(F = 0, ¢, becs_t)
cl,...,cm,_cml,_cm2 = c.split ()

c_n.assign(c) # Update previous solution

u = project (cm2,V)
ux, u.y = u.split(deepcopy=True) # extract components

t 4= dt
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Capitulo 7

Caso de estudio: Simulacion de un
proceso de inyeccion de agua de baja
salinidad a escala de laboratorio

En el presente capitulo se realiza la aplicacion del modelo de flujo monofasico y transporte
multicomponente a un caso de estudio para la simulacién del proceso de desprendimiento,
migracién y bloqueo de gargantas de poros por finos a escala de laboratorio, mediante la
técnica de inyeccién de agua de baja salinidad (LSWF por sus siglas en inglés). Se realizan las
simulaciones numeéricas usando datos tomados de la literatura y se comparan los resultados
obtenidos con los publicados y obtenidos con el software comercial COMSOL Multiphysics@®).

7



78 Caso de Estudio

El proceso de inyeccién de agua de baja salinidad (LSWF Low Salinity Water Flooding,
por sus siglas en inglés) se inicié a mediados de la década de 1990 y es considerado un
método de recuperacién mejorada de aceite en yacimientos petroleros que consiste en inyectar
agua con una salinidad menor al agua presente en el yacimiento, provocando una serie de
efectos como desprendimiento, migracion y bloqueo por finos, los cuales pueden modificar la
permeabilidad de la roca y alterar el flujo en el yacimiento.

Si el agua que se inyecta es del mismo tipo de la que se saca, entonces todo se encuentra
en un mismo equilibrio energético, pero si se inyecta de esa misma agua diluida varias veces,
entonces disminuye drasticamente la concentracion de las sales, las cuales estan formadas
por cationes, los cuales influyen sobre la adsorcién de la roca y en consecuencia hay nuevas
reacciones quimicas buscando un nuevo equilibrio, entonces la roca experimenta un cambio
en la mojabilidad, lo cual influye en la permeabilidad, finalmente favoreciendo el flujo; sin
embargo, otro efecto es la precipitacién de algunos minerales, dependiendo del tipo de roca,
provocando la generacién de algunos finos, los cuales al ser arrastrados, tapan las vias y
disminuyen la eficiencia del flujo, pero el bloqueo de los principales caminos de flujo obliga
al fluido de inyecciéon a tomar otros caminos dentro del medio poroso, entonces los cam-
bios locales de permeabilidad obligan al fluido de inyecciéon a barrer zonas no contactadas
previamente.

Agua:
" Alta Salinidad

. Baja Salinidad

Finos:

| || Adheridos
W Méviles
M Atorados

Figura 7.1: Tlustracién del proceso de desprendimiento, migracién de finos y taponamiento
de las gargantas de los poros por inyeccion de agua de baja salinidad.

En el apéndice [Al se describen con més detalle las condiciones necesarias para propiciar
el efecto de recuperacién adicional por inyeccién de agua de baja salinidad, con el propdsito
de comprender mejor los fenémenos fisicos y mecanismos involucrados en dicho proceso.
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La aplicacién del modelo de flujo monofasico y transporte multicomponente en medios
porosos propuesto en la presente tesis, consistié en resolver numérica y computacionalmen-
te, con el método de elementos finitos mixtos, las ecuaciones de un modelo matematico
desarrollado por Coronado y Diaz-Viera [11], el cual describe el proceso de desprendimiento
y migracion de finos, el taponamiento de las gargantas de los poros y la pérdida de per-
meabilidad causada por la técnica de inyeccién de agua de baja salinidad en un ntcleo de
laboratorio, empleando las caracteristicas y propiedades del nticleo y del fluido.

7.1. Modelo conceptual

1. Se considera un nicleo homogéneo e isétropo, completamente saturado inicialmente
con salmuera de alta salinidad, en forma de cilindro vertical de longitud L y radio 7.

2. La salmuera y la roca son ligeramente compresibles.

3. El estado inicial de la porosidad ¢ es constante, pero se permite la variaciéon dindmica
de la porosidad debido a los procesos de taponamiento y destaponamiento.

4. La permeabilidad inicial ky es constante y es la misma en todas las direcciones, pero
la permeabilidad K se puede modifcar debido a los procesos de desprendimiento y
bloqueo de poros por los finos.

5. La salmuera se inyecta a una velocidad constante en la entrada (fondo) del ntcleo y
se mantiene a presién constante en la salida (tapa) del nicleo.

6. La salinidad de la salmuera inyectada en la entrada del niicleo, la cual esta en funcién
del tiempo, se reduce en forma de escalera hacia menores salinidades, hasta llegar a
una salinidad minima y se registra la caida total de la presién en el ntcleo.

7. El sistema de ecuaciones diferenciales parciales comprende ecuaciones para la presién
del fluido p, la velocidad (Darcy) de la salmuera w, la salinidad c;, el total de finos ¢y,
los finos adheridos o, y los finos atorados o..

8. El sistema de ecuaciones esta acoplado dinamicamente, ya que el transporte de salini-
dad y los procesos de los finos, implican la velocidad advectiva u, la concentracién de
finos atorados o, modifica la permeabilidad k y esto a su vez modifica la presion p.

9. Al inicio, no hay finos méviles ni atorados, solamente hay algunos finos adheridos que
se van desprendiendo, convirtiéndose en finos moviles que pueden llegar a atorarse mas
adelante pero no vuelven a adherirse, asi como los finos atorados no se desatoran.

10. El volumen de finos efluentes es insignificante en comparacién con el volumen de los
poros del nicleo. Los finos dentro del ntcleo cambian de posicién desprendiéndose y
atorandose, pero mantienen la porosidad dentro del nicleo esencialmente constante.
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Figura 7.2: Nucleo vertical de longitud L y radio r.

7.2. Modelo matematico

Siguiendo a Coronado y Diaz-Viera [11], se presentan las ecuaciones que describen un
proceso de desprendimiento y migracién de finos, asi como el taponamiento de las gargan-
tas de poros, mediante la técnica de inyecciéon de agua de baja salinidad en un ntcleo de
laboratorio.

7.2.1. Ecuacion de transporte de la salinidad C

El transporte de la salinidad Cy se describe mediante la ecuacién advectivo-dispersiva:

oC,

¢ ot

donde ¢ es la porosidad, u es la velocidad de Darcy, D, = a,u es el coeficiente de dispersion
longitudinal de la salinidad, donde la constante o, es la dispersividad longitudinal de la

ini — _koP
salinidad y u = R

~V-(D,-VC)+ V- (uCs) =0 (7.1)

Condicion inicial:
C’s@, to) = Cso (72)

Condiciones de frontera:

w O5 = Cyinj (t) . . . en la entrada del niicleo, la salinidad es variable en el tiempo.
» (0Cs/0z) =0 ... en la salida del niucleo.

= No flujo en la direccién radial.

La salinidad inicial inyectada en la entrada del nicleo debe satisfacer Cf ;n;(to) = Cso.
El avance del frente de baja salinidad en el ntcleo se debe a que la salinidad de la salmuera
inyectada en la entrada del ntcleo, la cual esta en funcién del tiempo, se reduce en forma de
escalera hacia menores salinidades, hasta llegar a una salinidad minima.
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7.2.2. Ecuacion de finos adheridos o,

Para el proceso de desprendimiento de finos (o, > 0.,) la ecuacion es

do,
ot

donde o, es la concentracion de finos adheridos, A\ es el coeficiente de desprendimiento,
U = Qiny/(7r?) donde Qi es el gasto de inyeccién de salmuera y o, es la concentracién
critica de finos adheridos a la superficie de la roca (ver ec. [L12)).

=—-\NU(04 — 0¢r) (7.3)

Condicion inicial:
Ua(ﬁ, tO) = 0q0 (74)

Condicion de frontera:
No-flujo en todas las fronteras.

(AqU)~! puede verse como el tiempo de retardo caracteristico asociado al tiempo que el
proceso de desprendimiento requiere para alcanzar el estado estacionario o, = 0... Ademas,
como o, depende de la salinidad Cj, entonces o.,.(Cs) puede verse como una isoterma de
adsorcién. El valor maximo para o,y puede estimarse en términos de la fraccion de masa de
la roca que puede liberar finos x; como 040maz = PrX, donde ppr es la densidad de la roca.

7.2.3. Ecuacion de transporte de finos moviles C;

La ecuacién que involucra la dispersién de los finos méviles C es la siguiente:

do, Oo, )

oc; N
ot ot

ot

v (2, V) + V- w0y = ~1-9) (s (7.5)

donde ¢ es la porosidad, u es la velocidad de Darcy, Dy = asu es el coeficiente de dispersion
longitudinal de los finos méviles, donde la constante o es la dispersividad longitudinal de los
finos méviles y u = (—k/p)(0P/0z), X es la fracciéon de masa de la roca que puede liberar
finos, o, es la concentracién de finos adheridos y . es la concentracion de finos atorados.

Condicion inicial:
Cylz,to) = Cro (7.6)
donde C'yy = 0, dado que al tiempo inicial no hay finos méviles presentes.
Condiciones de frontera:
» Oy = CYyip; . .. enlaentrada del nicleo, la concentracion de finos méviles es C 5 = 0.

m (0C¢/0z) =0 ... alasalida del nicleo.

= No flujo de finos en la direccién radial.



&2 Caso de Estudio

7.2.4. Ecuacion de finos atorados o,

La dindmica de la concentracion de los finos atorados o, esta dada por la ecuacion:

Jdo,
ot

—\UC; (7.7)

donde A, es la tasa de retencién de finos, U = Qiyy/ (7r?) donde Qiny €s el gasto de inyeccion
de salmuera, y C es la concentracién de los finos méviles.

Condicion inicial:
oc(z,tg) = 0e0 (7.8)

donde o, = 0 dado que al tiempo inicial no hay finos atorados presentes.
Condicion de frontera:

No flujo en todas las fronteras.

7.2.5. Ecuaciones de la presion p y la velocidad u

La ecuaciones que describen la presién p y la velocidad w estan dadas por el modelo de
flujo monofasico ligeramente compresible en un medio poroso, descrito en el capitulo @k

m%w-g:q//} , Yz eQyt>ty (7.9)

1
y:—ﬁé-Vp , YrxeQut>t (7.10)

donde ¢ es la porosidad del ntcleo, ¢ = ¢¢ + cg es la compresibilidad total, igual a la
suma de la compresibilidad del fluido ¢; y la compresibilidad de la roca cg, it es la viscosiodad
de la salmuera y k es la permeabilidad, la cual es una funcién que depende del espacio y el
tiempo e involucra todo el proceso de desprendimiento y bloqueo de poros por los finos.

Condicion inicial:
p(z,t0) = po (7.11)

donde pg = pout, €s decir, la presion inicial es igual a la presion en la salida del nicleo.

Condiciones de frontera:

s —u-n=Qi/(7r?) ... en la entrada del nicleo, el gasto de inyeccién de la salmuera
Qiny es constante y r es el radio del ntcleo.

" D= pou - - . en la salida del ntucleo, la presion es constante.

= No flujo en la direccién radial del nicleo.
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7.2.6. Ecuaciones de Estado
Concentracién critica de finos adheridos o,

La concentracién critica de los finos adheridos o, depende de la salinidad C y especifica
la retencién maxima de los finos adheridos a la superficie de la roca en los poros.

Ucr(Cs) = O'cr,Oexp{_[Csl/(Cs - Cs2)]nc} (712)

donde o es la concentracién inicial de los finos adheridos. Los pardmetros ..o, Csi,

Cyso v nc determinan la curva de desprendimiento de los finos adheridos en funcion de la

salinidad (ver figura[7.3]). El pardmetro o.,.( determina la altura de la curva y los siguientes

la forma. Para ajustar estos parametros se requiere informacién de la concentracién de los
finos en el agua efluente.

Concentracion critica
de finos adheridos

Ocr (Cs) 4

- .

Salinidad (',

Figura 7.3: Concentracién critica de finos adheridos o.. como funcion de la salinidad.

Pérdida de permeabilidad

El efecto de los finos atorados o, sobre el deterioro de la permeabilidad absoluta £ del
medio poroso, se describe por la funcion de dano [22][16]:

— ]{70

1+ Bo.
donde [ es el coeficiente de dano a la formacion y kg es la permeabilidad previa al bloqueo
de los poros por los finos.

(7.13)

Permeabilidad efectiva k¢

La permeabilidad efectiva k.s¢ se calcula de la siguiente manera:

:U’mel
mr2koAp
donde p es la viscosidad de la salmuera, Q;p, es el gasto de inyeccién de salmuera a la
entrada del nicleo, [ es la longitud del nicleo, r es el radio del nicleo, kq es la permeabilidad
previa al bloqueo de los poros por los finos y Ap es la diferencia de presién entre la entrada
y la salida del nicleo (Ap > 0).

keps = (7.14)
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7.2.7. Diagrama causal de la dinamica del sistema

El diagrama causal es un diagrama que recoge los elementos clave del sistema y las
relaciones entre ellos [I4]. En este diagrama, las relaciones estan representadas por flechas
entre las variables afectadas por ellas. Esas flechas van acompanadas de un signo ( + o - ) que
indica el tipo de influencia ejercida por una variable sobre la otra. Un signo (+) quiere decir
que un cambio en la variable origen de la flecha producird un cambio del mismo sentido en
la variable destino. El signo (-) simboliza que el efecto producido serd en sentido contrario.
Asi cuando un incremento de A, produce un incremento de B, o bien una disminucién de A
provoca una disminucién de B, tendremos una relacion positiva (+). Y cuando un incremento
de A, produce una disminucién de B, o bien una disminucién de A provoca un aumento de
B, tendremos una relacién negativa (-). Una cadena cerrada de relaciones causales recibe el
nombre de bucle, retroalimentacion o feedback. Por ejemplo, cuando abrimos el grifo para
llenar un vaso de agua aumentamos la cantidad de agua en el vaso, pero también la cantidad
de agua que hay en el vaso modifica la velocidad en la que nosotros llenamos el vaso. Lo
llenamos mas despacio cuando esta casi lleno; y por lo tanto existe un bucle. Los bucles se
definen como positivos cuando el nimero de relaciones negativas es par, y negativos si es
impar (igual que al multiplicar: —a x b = —c¢). Los sistemas contienen ambos tipos de bucles
y el comportamiento final dependera de cual es el dominante en un momento determinado.

El sistema de ecuaciones esta acoplado dindmicamente, ya que el transporte de salini-
dad y los procesos de los finos como la concentracién de finos atorados o, modifican la
permeabilidad K que implica la velocidad advectiva u y ésta a su vez modifica la presion p.

Figura 7.4: Diagrama causal de la dindmica entre las variables del sistema en un proceso
de desprendimiento, migracién y bloqueo de poros por finos con la técnica de inyeccion de
agua de baja salinidad. Las variables principales o incognitas del sistema estan encerradas
en circulos y las variables de las ecuaciones de estado estan encerradas en rectangulos.
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7.3. Modelo numérico

Considerando el modelo de flujo monofésico y transporte multicomponente (ecuaciones
a[6.9) visto en el capitulo[6l se observa que el modelo de flujo (ecuaciones[[.9y [T10]) es el
mismo, mientras que las ecuaciones que describen el transporte de la salinidad y la dinamica
de los procesos de desprendimiento, migracién y bloqueo de gargantas de poros por finos (ver
ecuaciones [l [[3ITH y [[7), conforman un sistema de 4 ecuaciones parabdlicas de segundo
orden como la ecuacion ([ZI5):

802- _

RZ’W

V- (D, -Vei) + V- (we) +rici = fi (7.15)

donde:

R; es el término de reaccion.

¢; es la concentracion de masa de la componente 7, que se va a calcular.
D es el tensor de dispersion hidrodinamica o término difusivo.

u, es la velocidad de cada fase: sélida o fluida.

V - (uc;) es el término advectivo.

r; es el término de reaccion.

fi es el término fuente.

Los coeficientes de la ecuacion de cada componente, se plantean en el cuadro [Z.1t

‘ ¢ ‘ R; 22 u; ‘ T fi ‘ Descripcion ‘
ai=Cs| ¢ |D |u|0 0 Concentracion de la sal.
co=o0, | 1 QQ 010 —NU(0y — 0¢r) Concentracion de finos adheridos.
cs=Cy| ¢ | D lu]o —(1—¢)(xy %=+ %=) | Concentracién de finos méviles.
ca=o0, | 1 01010 AUCY Concentracion de finos atorados.

Cuadro 7.1: Coeficientes de la ecuacién de cada componente del sistema.

Sustituyendo los coeficientes de cada ecuacion de cada componente como se muestra en
el cuadro [Tl en el modelo numérico del modelo de flujo monofésico y transporte multcom-
ponente (ec. (GI0)), se obtiene el modelo numérico para este caso de estudio.

Encontrar:
(s s s, DR up) € Wi X Wy X Wap x Wy x Wi, x V) C Wi x Wy x Wy x Wy x W x V.
tal que para cadan=1,2,3,.... N

F((c1h, Cons Cops Cls Py Uy ), (W1, wa, w3, wa, w,v)) = 0 (7.16)
V(wl,w2,w3,w4,w,y) € Wl X W2 X W3 X W4 X W X z
donde

F[(C?}w C;Liw Cgliw CZh7pZ7 EZ)u (w17 Wa, W3, Wy, W, y)]
= a[(c?iw Cops Cpys Cis Phs QZ)> (wb W2, W3, Wy, W, Q)]
- L[<w17w27w37w47w7y>] (717)
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con

a[(c?}w Cgiw Cgliw th7pZ7 EZ)u (w17 Wy, W3, Wy, W, y)]

1
(yZ SV + (;ﬁ" . Vpﬁ) v+ (o) prw — (At )uy - Vw) dx (7.18)

|
SR

+
i

/((RZ" + (Aty)r)cpwi + AL, Vw; - (D - Ve, — ui'cy,))da + Aty / chwul - ndx

Q ON§2

L{(wy, wg, w3, wy, w,v)] = /((Atn)(q/p)" + (per)"p" Hwdzx + At, / Wi ds
Q BN
4
+ Z /((Atn)fi" + R Nwidz — At, / w;gipds |7.19)

=1 \q NG

Una combinacion estable de espacios de elementos finitos mixtos es para W1y,,Wan W3, Wan
los elementos de Lagrange (P) de orden polinomial k + 1, mientras que para V, los elemen-
tos discontinuos de Raviart-Thomas (DRT) de orden polinomial k y para W), los elementos
continuos de Galerkin (CG) de orden polinomial k + 1.

7.4. Modelo computacional

La implementacién computacional del modelo numérico se realizé en el lenguaje de pro-
gramacion Python 2.7 utilizando FEniCS project 2017.1

7.4.1. Espacios de funciones

fs_order = 2 # function space order

DRT = FiniteElement ("DRT”, ’triangle’, fs_order)

CG = FiniteElement ("CG”, ’triangle’, fs_order+1)

P = FiniteElement (’P’, ’triangle’, fs_order+1)

element = MixedElement ([P, P, P, P, CG, DRT])

W = FunctionSpace (mesh, element) # function space for system equation

V = VectorFunctionSpace(mesh, P’ fs_order+1) #function space for wvelocity

7.4.2. Funciones de base y de peso

cl, ¢2, ¢3, ¢4, ¢5, ¢6 = TrialFunctions(W)
wl, w2, w3, wd, wh, w6 = TestFunctions (W)
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7.4.3. Fronteras naturales y esenciales

u_B = Constant ((ux_in, uy_-in)) #Constant flow
bel_f=DirichletBC (W.sub(5), u.B, boundary_parts, 1)

cl_.B = Constant(cl_in)
becl_1=DirichletBC (W.sub(0), ¢1_-B, boundary_parts, 1)

c¢3_B = Constant(c¢3_in)
be3_1=DirichletBC (W.sub(2), ¢3_-B, boundary_parts, 1)

p-T = Constant (p-out)
be5_3=DirichletBC (W.sub(4), p.T, boundary_parts, 3)

bes_t = [bel_1,be3.1, be5_3]

7.4.4. Forma variacional

a = dot(c6,w6)*dx + dot(dot ((1/muw)=+D5,nabla_grad(c5)) ,w6)*xdx
+ R_chxchxwhxdx — dtxinner (nabla_grad(wh), c¢6)xdx

+ R_clxclsxwlsxdx + dtxinner(nabla_grad(wl), dot(Dl,nabla_grad(cl))—uxcl)xdx
+ dtxdot (u,n)xclxwlxds(3)

+ R_c2*xc2sxw2xdx

+ R_c3xc3xw3xdx + dtxinner(nabla_grad(w3), dot(D3,nabla_grad(c3))—u*c3)x*dx
+ dtxdot (u,n)*xc3xw3xds (3)

+ R_cd*cdsxwidxdx

L = (R-chb*ch-n + dtxq-ch)swhkdx + dtxg_c5_inxwhxds (1)
+ (R-clxclon + dtxq-cl)xwlkdx
+ (R_c2%c2.n + dtxqg_c2)*w2xdx
+ (R-c3xc3.n + dtxq_c3)*w3kdx

+ (Rocdxcd.n + dtxq_cd)xwdxdx

F=a—-1L

7.4.5. Condiciones iniciales

c.0 = Expression((’cl0’,’¢20’,’¢30’,’¢40’,’¢50’,70.07,°0.0") ,c10=c1_.0,c20=c2_.0
,c30=c3_.0,c40=c4_.0, c50=c5_0, degree=fs_order)
c.n.interpolate (¢.0)
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7.4.6. Solucion en el tiempo

uf

= Function (V)
Cc =

Function (W)

c-n = Function (W)

cl, ¢2, ¢3, ¢4, ¢5, ¢6 = split(c)

cln, ¢2n, ¢3.n, cd.n, ¢5.n, c6.n = split(c.n)
t.0 = ... # Initial time [s]

t-N = ... # Final time [s]

dt = ... # Time step [s]

t = t_0

while t < t_N:

cl_B = Constant(cl_in)
bel_1=DirichletBC (W.sub (0), ¢1_.B, boundary_parts, 1)
bes_t = [bel_1,be3.1, be5.3] #BCs Transport

# Solve Transport problem for time step
solve(F = 0, ¢, bcs_t)

cl, _¢2, _c3, _c4, _cb, _c6 = c.split()
c.n.assign(c) # Update previous solution

k=Expression(”k_0/(1.0+betabetaxc4)”, k_0=k_0,betabeta=betabeta ,cd4=_c4
degree=fs_order)

u = project (c6,V)

ux, uy = u.split(deepcopy=True) # extract components

t 4= dt




7.5. Simulaciones 89

7.5. Simulaciones

En esta seccion se analizard un experimento de inyeccién de agua de baja salinidad. El
experimento considera la inyeccién a tasa de flujo constante en un nicleo de laboratorio,
mientras que la salinidad de la salmuera de inyeccién es reducida en escalera. Se trata de
pruebas de laboratorio relativas al desplazamiento monofasico (salmuera) en nicleos [I1].

Las caracteristicas del nucleo, el fluido y del experimento se muestran en el cuadro ([Z.2).

Parametro Valor Descripcion
L 2.54 cm Longitud del niicleo
D 2.54 cm Didmetro del nicleo
) 19% Porosidad
PV 2.44 ml Volumen Poroso
ko 100 mD Permeabilidad inicial
1 0.3 cP Viscosidad del agua
p 1 g/ml Densidad del agua
cr 6 x 107 Pa~! | Compresibilidad total
Qs L/10 Dispersividad longitudinal de la salinidad
ay L/10 Dispersividad longitudinal de los finos moviles
Qin; 0.027 ml/s Gasto de inyeccién
Pout 2900 pst Presién a la salida
Xf 8 Yow Fraccién de la roca que puede liberar finos
Ad 100m 1 Tasa de desprendimiento de finos
Ae 0.5 m™* Tasa de taponamiento por finos
Ter 0 180 g/1 Altura de la curva de o,
Cy 18 ppm Curvatura de la curva de o,
Cyo 3905.5 ppm | Desplazamiento lateral o,
nc 3.8 ppm Parametro en o,
B 7000 [¢/1]" | Coeficiente de dafio de la formacién

Cuadro 7.2: Caracteristicas del nucleo, fluido y experimento.

Los valores de la escalera de reduccién de salinidad en la salmuera inyectada y los tiempos
se listan en la tabla (T3)).

PVI Tiempo de cambio | Salinidad de la salmuera
0—40 3,623.0 (s) 30,000 (ppm)
40 — 80 7,245.6 (s) 10,000 (ppm)
80 — 120 10,868.4 (s) 5,000 (ppm)
120 — 160 14,491.1 (s) 4,500 (ppm)
160 — 200 18,113.86 (s) 4,250 (ppm)
200 — 240 21,600.0 (s) 4,000 (ppm)

Cuadro 7.3: Datos de la escalera de reduccién de salinidad de la salmuera de inyeccion.
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Las mallas utilizadas para la simulaciéon numérica generadas en COMSOL y FEniCS se

muetran en las figuras [[.0 y [7.0] respectivamente.

wL

o
0
0.01
Y 0
' ’ X
-0.01
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p.o1
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Flow

Figura 7.5: Malla generada con COMSOL en 3D con 13,412 elementos de tetraédricos y

2,714 vértices.

Flow

Figura 7.6: Malla generada con FEniCS en 2D con 294 elementos triangulares y 170 vértices.
Esta malla representa una seccién transversal (corte vertical) del nicleo de laboratorio.
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7.5.1. Simulaciones de la salinidad del fluido

Las gréficas de las figuras (7)) y (Z.8) describen la evolucién en el tiempo de la salinidad
del fluido, en la entrada y en la salida del nicleo respectivamente y como aproximadamente
cada hora se inyecta agua con menos sal, entonces la salinidad disminuye en forma de esca-

lones conforme transcurre el tiempo. Se puede observar que las graficas son muy similares
tanto en FEniCS como en COMSOL.
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Figura 7.7: Evolucion en el tiempo de la salinidad del fluido en la entrada del nicleo.
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Figura 7.8: Evolucion en el tiempo de la salinidad del fluido en la salida del ntcleo.
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Las graficas de las figuras ((L9) y (ZI0) representan a los perfiles de la salinidad del
fluido a lo largo de la longitud del nicleo, tomados a varios tiempos, obtenidos con FEniCS
y COMSOL respectivamente. Se observa que durante la primera hora, el fluido a lo largo de la
longitud del nticleo permanece con la misma salinidad alta y cada hora aproximadamente se
va inyectando agua con menos salinidad. Las curvas intermedias denotan que la salinidad del
fluido no disminuye completamente a lo largo del nticleo, aunque en la entrada ya disminuyo,
después se estabiliza hasta cierto nivel y luego se vuelve a inyectar agua con menos salinidad.
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Figura 7.9: Simulacion con FEniCS de los perfiles de la salinidad del fluido a lo largo de la
longitud del ntcleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas de inyeccién de agua.
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Figura 7.10: Simulacion con COMSOL de los perfiles de la salinidad del fluido a lo largo de
la longitud del nucleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas de inyeccion de agua.
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7.5.2. Simulaciones de la concentracién critica de finos adheridos

La grafica de la figura (ZI1]) describe el comportamiento de la concentracion critica de
los finos adheridos o, en funcién de la salinidad. La grafica de la figura (7.12)) describe
la evolucion en el tiempo de la concentracién critica de los finos adheridos en la entrada
del nicleo. La concentracion critica se mantiene hasta cierto tiempo y disminuye en forma
abrupta a partir de que la salinidad se reduce lo suficiente (ver fig. [[1), provocando que
comiencen a desprenderse los finos que se encuentran adheridos a la roca.
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Figura 7.11: Concentracién critica de finos adheridos en funcién de la salinidad.
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Figura 7.12: Evolucién en el tiempo de la concentracién critica de finos adheridos.
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7.5.3. Simulaciones de la concentracion de finos adheridos

Las graficas de las figuras (CI3]) y (CI4]) describen la evolucién en el tiempo de la
concentracion de los finos adheridos a la roca o, en la entrada y en la salida del ntucleo
respectivamente. La concentracion de finos adheridos a la roca se mantiene hasta cierto
tiempo y disminuye a partir de que la salinidad del fluido se reduce lo suficiente, causando que
comiencen a desprenderse algunos finos de la roca. Como el agua de baja salinidad se inyecta
de abajo hacia arriba del ntcleo, entonces debe haber una mayor concentraciéon de finos
adheridos en la salida del nicleo que en la entrada, por lo que en la figura (T.14]), la grafica
obtenida con FEniCS es mas coherente que la obtenida con COMSOL. La diferencia se debe a
que en FEniCS, se implement¢ la formulacion variacional con el método de elementos finitos
mixtos dual, mientras que COMSOL solamente tiene implementado el método estandar.
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Figura 7.13: Evolucién en el tiempo de la conc. de finos adheridos en la entrada del nicleo.
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Figura 7.14: Evolucién en el tiempo de la conc. de finos adheridos en la salida del ntcleo.
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Las graficas de las figuras ((C.I5) y (CI16) representan a los perfiles de la concentracion
de finos adheridos a la roca a lo largo de la longitud del ntcleo, tomados a varios tiem-
pos, obtenidos con FEniCS y COMSOL respectivamente. Como la concentracién de finos
adheridos debe ir disminuyendo de abajo hacia arriba del ntcleo, conforme va entrando el
agua de baja salinidad, entonces los perfiles obtenidos con FEniCS son congruentes con el
proceso de desprendimiento de finos, mientras que los perfiles obtenidos con COMSOL son
incongruentes, pues indican que cada vez hay menos finos adheridos de arriba hacia abajo
del ntcleo, como si el agua de baja salinidad entrara por arriba del nicleo. La diferencia de
resultados se debe a que en FEniCS se utilizaron elementos finitos mixtos.

+1.796e2

to

1hr
2 hrs
3 hrs
4 hrs
5 hrs
6 hrs

o
'S
o

o
W
[

o
W
S

o
N
u

o
N
o

=]
=
[

Conc. de finos adheridos (o,) [kg/m?]

o

N
oo
o

0.‘5 110 1.‘5 210 2.‘5
Longitud del nucleo (L) [em]

Figura 7.15: Simulacién con FEniCS de los perfiles de la concentracién de finos adheridos a
la roca, a lo largo de la longitud del nicleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas.
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Figura 7.16: Simulacion con COMSOL de los perfiles de la concentracién de finos adheridos
a la roca, a lo largo de la longitud del ntcleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas.
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7.5.4. Simulaciones de la concentracion de finos moviles

Las graficas de las figuras (C.I7) y (ZI8) describen la evolucién en el tiempo de la concen-
tracién de los finos méviles en el fluido en la entrada y en la salida del niicleo respectivamente.
La grafica de la figura (Z.I7)) es congruente con la hipétesis donde se supuso que no se inyec-
tan finos por la entrada del niicleo. La gréfica de la figura (Z.I8)) muestra que la concentracion
de finos méviles en el fluido se mantiene hasta cierto tiempo, después aumenta cuando los
finos adheridos a la roca empiezan a desprenderse, pero después disminuye cuando son mas
los finos que se atoran y tapan los poros, que los finos que se desprenden de la roca.
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Figura 7.17: Evolucién en el tiempo de la conc. de finos méviles en la entrada del nicleo.
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Figura 7.18: Evolucién en el tiempo de la conc. de finos méviles en la salida del ntcleo.
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Las graficas de las figuras (C.I19) y (C20) representan a los perfiles de la concentracion
de finos moviles en el fluido a lo largo de la longitud del nicleo, tomados a varios tiempos,
obtenidos con FEniCS y COMSOL respectivamente. La concentracion de los finos méviles a
lo largo de la longitud del nicleo, se mantiene hasta cierto tiempo, después aumenta cuando
los finos comienzan a desprenderse de la roca y finalmente disminuye cuando hay mas finos
que se atoran tapando los poros, que los finos que se desprenden de la roca.
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Figura 7.19: Simulaciéon con FEniCS de los perfiles de la concentracion de finos moviles en
el fluido, a lo largo de la longitud del nicleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas.
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Figura 7.20: Simulacién con COMSOL de los perfiles de la concentracion de finos méviles en
el fluido, a lo largo de la longitud del nicleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas.
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7.5.5. Simulaciones de la concentracion de finos atorados

Las graficas de las figuras (C2I)) y (L22]) describen la evolucién en el tiempo de la
concentracion de los finos atorados en las gargantas de los poros, en la entrada y en la salida
del niicleo respectivamente. La grafica de la figura ((T.21]) denota que no hay finos atorados en
la entrada del nicleo, mientras que la grafica de la figura (7.22)) indica que la concentracién
de finos atorados es nula o casi nula hasta cierto tiempo, después aumenta a partir de que los
finos desprendidos de la roca migran a otros sitios con el fluido y dependiendo de su tamano,
se van quedando atorados en el trayecto, causando el bloqueo de los poros.
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Figura 7.21: Evolucion en el tiempo de la conc. de finos atorados en la entrada del ntcleo.
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Figura 7.22: Evolucién en el tiempo de la conc. de finos atorados en la salida del nicleo.
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Las gréficas de las figuras ([Z.23) y ([Z.24)) representan a los perfiles de la concentracién de
finos atorados en las gargantas de los poros a lo largo de la longitud del nicleo, tomados a
varios tiempos, obtenidos con FEniCS y COMSOL respectivamente. La concentracién de los
finos atorados se mantiene nula o casi nula hasta cierto tiempo, después aumenta a partir
de que los finos desprendendidos de la roca migran con el fluido y entonces dependiendo de
su tamano, se van atorando en las gargantas de los poros en su trayecto a lo largo de la
longitud del ntcleo.
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Figura 7.23: Simulacién con FEniCS de los perfiles de la concentracion de finos que taponan
los poros, a lo largo de la longitud del nicleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas.
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Figura 7.24: Simulacion con COMSOL de los perfiles de la concentracion de finos que taponan
los poros, a lo largo de la longitud del nicleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas.
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7.5.6. Simulaciones de la permeabilidad

Las graficas de las figuras (28]) y (L20) describen la evolucién en el tiempo de la
permeabilidad en la entrada y en la salida del nticleo respectivamente. La grafica de la figura
([C25)) es congruente con la hipétesis de que la permeabilidad permanece constante en la
entrada del nucleo. La gréfica de la figura (Z.26]) indica que la permeabilidad se mantiene
constante hasta cierto tiempo y comienza a disminuir cuando los finos que migran en el fluido
comienzan a atorarse en las gargantas de los poros.
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Figura 7.25: Evolucion en el tiempo de la permeabilidad en la entrada del ntcleo.
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Figura 7.26: Evolucion en el tiempo de la permeabilidad en la salida del ntcleo.
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Las graficas de las figuras ([.27)) y ((L.28)) representan a los perfiles de la permeabilidad a lo
largo de la longitud del niicleo, tomados a varios tiempos, obtenidos con FEniCS y COMSOL
respectivamente. Dependiendo del tamano de los finos y de la distribucién de los poros, la
migracién de los finos puede provocar el taponamiento de los poros y por el hinchamiento
de las arcillas ocurre una reduccién de la permeabilidad a lo largo de la longitud del nicleo.

le—13

1.0
™ L N
E, 0.9
—
=08l S
kel N
©
©
= 0.7
o) — t0
8 — 1lhr
g 06 — 2hrs
E —— 3 hrs
o osl| — 4 hrs
5 hrs
— 6 hrs
0.4

0.0 05 To 5 2.0 25
Longitud del nucleo (L) [em]

Figura 7.27: Simulacion con FEniCS de los perfiles de la permeabilidad a lo largo de la
longitud del ntcleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas de inyeccién de agua.
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Figura 7.28: Simulacién con COMSOL de los perfiles de la permeabilidad a lo largo de la
longitud del ntcleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas de inyeccién de agua.
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7.5.7. Simulaciones de la presion

La grafica de la figura ((C29) describe la evolucion en el tiempo de la presién en la entrada
del nicleo, mientras que la grafica de la figura (Z.30]) describe la evolucién en el tiempo de la
caida de presion en el nucleo. La presion se mantiene hasta cierto tiempo, después aumenta
a partir de que la permeabilidad disminuye debido al bloqueo de los poros por los finos
y como se impuso un gasto constante de agua, entonces hay un incremento en la presion
para mantener el gasto constante que se le impuso y en consecuencia hay un aumento en la
diferencia de presién entre la entrada y la salida del ntcleo.
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Figura 7.29: Evolucion en el tiempo de la presién en la entrada del ntcleo.

8000 T T T T T

7000 -

6000 |-

5000 -

4000

3000

Presién (p) [Pal

2000

1000 i === FENICS
== COMSOL

0 ! ! ! L T
0 1 2 3 4 5 6

Tiempo (t) [horas]

Figura 7.30: Evolucion en el tiempo de la caida de presién en el ntcleo.
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Las graficas de las figuras (L31) y (Z32]) representan a los perfiles de la presién del
fluido a lo largo de la longitud del nicleo, tomados a varios tiempos, obtenidos con FEniCS
y COMSOL respectivamente. Las graficas de los prefiles de la presion son coherentes con
las condiciones de frontera impuestas: gasto constante en la entrada del nticleo y presién
constante en la salida del ntcleo, por eso los perfiles de las presiones cambian en la entrada,
pero no en la salida. El perfil de la presién inicial en COMSOL es diferente al impuesto como
condicién inicial, porque COMSOL estim6 una primera solucién inicial para poder resolver
el sistema no-lineal de ecuaciones diferenciales parciales, mientras que FEniCS respeta la
condicion inicial que se le impuso.
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Figura 7.31: Simulacion con FEniCS de los perfiles de la presion del fluido a lo largo de la
longitud del ntcleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas de inyeccién de agua.
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Figura 7.32: Simulaciéon con COMSOL de los perfiles de la presion del fluido a lo largo de la
longitud del nicleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas de inyeccion de agua.
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7.5.8. Simulaciones de la velocidad

Las graficas de las figuras (33]) y (L34]) describen la evolucién en el tiempo de la
velocidad del fluido en la entrada y en la salida del nticleo respectivamente. La gréfica de la
figura (C33) indica que la velocidad del fluido es constante en la entrada del nicleo como
se impuso en la condicién de frontera. La gréfica de la figura (Z.34)) indica que la velocidad
del fluido es relativamente constante en la salida del nicleo. Por lo tanto, las graficas son
coherentes con el planteamiento del problema.
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Figura 7.33: Evolucién en el tiempo de la velocidad del fluido en la entrada del ntcleo.
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Figura 7.34: Evolucién en el tiempo de la velocidad del fluido en la salida del nicleo.
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Las graficas de las figuras (L30) y (Z36) representan los perfiles de la velocidad del
fluido a lo largo de la longitud del nicleo, tomados a varios tiempos, obtenidos con FEniCS
y COMSOL respectivamente. El perfil de la velocidad inicial en COMSOL es diferente al
que se obtiene con FEniCS, el cual es coherente con el planteamiento del problema, porque
COMSOL lo calcula a partir de la presion inicial que calcul anteriormente (ver figura [7.32)).
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Figura 7.35: Simulacion con FEniCS de los perfiles de la velocidad del fluido a lo largo de la
longitud del nicleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas de inyeccion de agua.
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Figura 7.36: Simulacion con COMSOL de los perfiles de la velocidad del fluido a lo largo de
la longitud del nicleo, tomados cada 2.5 minutos durante 6 horas de inyeccion de agua.
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7.5.9. Simulaciones de la permeabilidad efectiva

La gréfica de la figura (C37) describe la evolucion en el tiempo de la permeabilidad efec-
tiva, la cual permanece constante hasta cierto tiempo, después disminuye cuando comienza
a incrementarse la caida de la presion en el nicleo, debido al bloqueo de los poros por los
finos y a que debe mantener el gasto constante de agua que se le impuso.
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Figura 7.37: Evolucion en el tiempo de la permeabilidad efectiva en la entrada del nicleo.

7.6. Analisis de resultados

La aplicacién del modelo de flujo monofasico y transporte multicomponente en medios
porosos propuesto en la presente tesis, consistié en resolver numérica y computacionalmente,
con el método de elementos finitos mixtos, las ecuaciones de un modelo mateméatico que
describe el proceso de la migracién de finos y la pérdida de permeabilidad causada por el
agua de baja salinidad tomado de la literatura, empleando las caracteristicas y propiedades
del ntucleo y del fluido, comparando los resultados con los obtenidos con el software COMSOL.

El sistema de ecuaciones estd acoplado dinamicamente, ya que al reducir lo suficiente la
salinidad de la salmuera de inyeccién, provoca que los finos adheridos a la roca comiencen a
desprenderse, generando finos moviles que migran con el fluido, los cuales dependiendo de su
tamano y de la distribucién de los poros, se van quedando atorados en el trayecto, tapando
los poros y bloqueando el flujo, por lo que se reduce la permeabilidad absluta del medio y
que a su vez se manifiesta en un aumento de la presiéon para mantener el gasto constante
que se le impuso, lo que implica la velocidad advectiva, la cual es un ingrediente importante
en la ecuacion de adveccion-dispersion de la salinidad y de los finos moviles.

Los resultados obtenidos con FEniCS y COMSOL son semejantes, aunque los de FEniCS
son mas coherentes con el planteamiento y la dinamica del problema. Por lo tanto, el método
de elementos finitos mixtos, ademas de obtener una mejor aproximacién numérica de la
presion y la velocidad, también mejord la aproximaciéon numérica de las demas variables.
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Un hecho que hay que destacar es que se logré desarrollar un modelo que tiene una se-
rie de caracteristicas notables entre las que se encuentran que es un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales parabdlicas generales de segundo orden no-lineales con condiciones de
frontera generales de tipo Dirichlet y Neumann. Ademas se obtuvo su formulacién variacional
aplicando el método de elementos finitos mixtos, para poderlo implementar computacional-
mente en un script mediante el lenguaje de programacion Python 2.7 usando FEniCS Project
2017.1 el cual es libre, de c6digo abierto y multiplataforma (Linux, Windows, Mac) con el ob-
jetivo de modelar flujo y transporte en medios porosos para simular procesos de recuperacion
mejorada. Este modelo es facilmente adaptable a cualquier problema a escala de laboratorio,
donde el flujo es monofasico ligeramente compresible y el transporte es multicomponente,
unicamente cambiando los valores de los parametros.

La soluciéon numérica del sistema de ecuaciones diferenciales, se puede obtener discre-
tizando el espacio mediante el método de elementos finitos mixtos; mientras que para la
discretizacion del tiempo, por simplicidad y estabilidad, se puede aplicar el método de dife-
rencias finitas hacia atras, resultando un esquema completamente implicito.

Se realizé una ardua labor de investigacién para proponer la formulacién variacional mix-
ta del sistema de ecuaciones del modelo y posteriormente hacer su implementaciéon compu-
tacional, porque en la literatura no se encuentra un solo ejemplo de un modelo que reuna
todas las caracteristicas mencionadas anteriormente, por lo tanto la descripcion de cada eta-
pa del desarrollo del modelo puede servir como ejemplo de referencia para resolver modelos
con caracteristicas similares, por el método de elementos finitos mixtos e implementarlos
computacionalmente en Python usando FEniCS, en dos o tres dimensiones.

El modelo se aplicé exitosamente para simular un proceso de desprendimiento, migracion
y bloqueo por finos, en un caso de estudio de inyeccién de agua de baja salinidad (LSWF
por sus siglas en inglés), utilizando datos tomados de la literatura.

Como en algunas aplicaciones, una variable vectorial (por ejemplo, la velocidad del flui-
do) es la variable primaria en la que se estd interesado entonces una ventaja que tienen
los métodos de elementos finitos mixtos sobre el método estandar, es que pueden calcular
simultdneamente esta variable vectorial y una variable escalar (por ejemplo, la presion),
dando un orden de aproximacién alto en ambas variables, empleando dos espacios diferen-
tes de elementos finitos que deben satisfacer una condicién inf-sup también conocida como
condicién de Ladyszhenskaya-Babushka-Brezzi, para que el método mixto sea estable, por-
que no todas las combinaciones de espacios son compatibles y estables, pero en particular,
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las combinaciones de espacios que proponemos en el presente trabajo, si son compatibles y
estables.

Se compararon tres diferentes formulaciones del método de elementos finitos: la clésica, la
mixta y la mixta-dual. Una combinacion estable de espacios de elementos finitos mixtos para
la formulacién variacional mixta son los elementos de Brezzi-Douglas-Marini (BDM) de orden
polinomial k£ para aproximar la velocidad y los elementos discontinuos de Galerkin (DG) de
orden polinomial k£ — 1 para aproximar la presién; mientras que una combinacion estable
de espacios de elementos finitos mixtos para la formulacién variacional mixta-dual son, los
elementos discontinuos de Raviart-Thomas (DRT) de orden polinomial k para aproximar
la velocidad y los elementos continuos de Galerkin (CG) de orden polinomial k + 1 para
aproximar la presion.

Las tres formulaciones fueron validadas para un caso de referencia y se realizd una com-
paraciéon en términos del orden de convergencia y desempeno, resultando ser més éptimo el
método mixto, mostrando una mejor aproximacién tanto en la velocidad como en la pre-
sion; Sin embargo, se observé que tanto en una formulaciéon variacional estandar como en
una formulacién variacional mixta-dual, las condiciones de frontera naturales son las de tipo
Neumann y las condiciones de frontera esenciales son las de tipo Dirichlet, contrario a la
formulacién variacional mixta donde las condiciones de frontera naturales son las de tipo
Dirichlet y las condiciones de frontera esenciales son las de tipo Neumann. Tal observacion
hizo posible acoplar el modelo de flujo monofésico con el modelo de traporte multicom-
ponente, combinando la formulaciéon variacional mixta-dual de la ecuacion de flujo con la
formulacién variacional estandar del modelo de transporte multicomponente y resolverlas
simultaneamente en FEniCS.

Se validé en una comparacién con un caso de estudio para la simulacién de migracién
de finos en un proceso de inyeccién de agua de baja salinidad a escala de laboratorio con
el software comercial COMSOL Multiphysics®), dando resultados muy consistentes con un
buen desempeno, una buena aproximacién en todas las incognitas y una mejor aproximacion
en la velocidad, debido a que se trabajé con los elementos mixtos, lo cual no se puede hacer
con el software comercial mencionado.

Cada uno de los modelos obtenidos en el presente trabajo fue desarrollado siguiendo la
metodologia sistematica de la modelacion matemdtica numérica y computacional, porque es
una metodologia conveniente, adecuada y apropiada para desarrollar modelos.

El trabajo presente puede servir como base para desarrollar modelos multifasicos y mul-
ticomponentes de flujo y transporte en medios porosos multiescala, con un gran potencial
en su aplicacién a la modelacion de yacimientos heterogéneos o pruebas de recuperacion
mejorada a escala de laboratorio.

Como trabajo futuro, se desea obtener un modelo de flujo bifasico agua-aceite, un método
de paso adaptativo en el tiempo, un médulo de optimizacion para realizar el ajuste de datos,
un médulo de conversién de unidades y una interfaz grafica para los usuarios.
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Apéndice A

Proceso de inyeccion de agua de baja
salinidad a escala de laboratorio

En el presente apéndice se describiran las condiciones necesarias para propiciar el efecto de
recuperacion adicional por inyeccién de agua de baja salinidad, conocida internacionalmente
como LSWF por sus siglas en inglés (Low Salinity Water Flooding), con el propésito de
comprender mejor los fenémenos fisicos de de dicho proceso.
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A.1. Mecanismos del proceso LSWEF

En presencia de rocas con contenido de arcilla y con salmuera de formacion de alta
salinidad (con cationes divalentes Ca™ o Mg*™) la inyeccién del agua de baja salinidad a
tasa constante provoca produccion de aceite y cambios en la diferencia de presién entrada-
salida, en el pH, en la composicion iénica de la salmuera y en su contenido de finos. El
fendmeno esta frecuentemente asociado al cambio de mojabilidad de la roca, la cual cambia
a mas mojable por agua. Los mecanismos propuestos en la literatura son los siguientes [17],

12, [26].

A.1.1. Desprendimiento y migracién de finos

La baja salinidad provoca la hidratacion e hinchamiento de las arcillas, cuando la fuerza
ionica de la salmuera es menor que la concentracién de floculacion critica se produce el des-
prendimiento de finos. Dependiendo de la distribucién de tamanos de los finos y de los poros,
la migracion de los finos puede provocar el taponamiento de los poros y por el hinchamiento
de las arcillas hay una reduccién de la permeabilidad, incrementando la diferencia de presion
entre la entrada y la salida del ntcleo. El bloqueo de los principales caminos de flujo obliga
al fluido de inyeccion a tomar otros caminos dentro del medio poroso, barriendo otras zonas
del ntcleo y con ello aumenta la produccién adicional de aceite (ver fig. []]).

Existen experimentos que muestran correlacién de la presencia de finos con la recuape-
racion de aceite, pero hay otros que encuentran gran produccion de finos sin el efecto LSWF
[5], 31, [30] y otros que encuentran el efecto LSWF sin produccién de finos [17].

A.1.2. Contribucién del pH

Generacion de tensoactivos in-situ: Para el aumento de pH es necesaria la presencia
de carbonatos [19]. La disolucién lenta de carbonatos crean exceso de OH~ y ocurre el
intercambio catiénico rapido entre minerales de la arcilla y el agua con una reduccién de
H™ provocando el aumento de pH. Si el pH > 9 la interaccién con el aceite puede provocar
la generacién de tensoactivo in-situ, lo cual libera la tension interfacial y con ello se libera
aceite absorbido en la superficie arcillosa; sin embargo, experimentalmente no se observan
aumentos de pH tan altos.

Desorcién de aceite con aumento de pH:[3] [I2] Inicialmente material orgdnico
y basico estan adsorbidos en la arcilla conjuntamente con cationes del agua de formacién
(especialmente C'a™). El agua de baja salinidad provoca la desorcién de cationes y con ello
incrementa el pH cerca de la superficie de arcilla al ser sustituido el catién por H* del agua,
provocando el desprendimiento de aceite y el cambio de mojabilidad de la roca al perder
organicos adsorbidos.

Arcilla — Ca™ + HyO = Arcilla — HT +Ca™t + OH™
Arcillea — NHRs + OH™ = Arcilla + RsN + H,O
Arcilla — RCOOH + OH™ = Arcilla + RCOO™ + HyO

En este caso el aumento de pH es un efecto lateral, no el causante del cambio.
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A.1.3. Efecto Salting-in

La solubilidad de compuestos organicos polares en el agua aumenta al reducir la salinidad.
La nube de moléculas de hidrocarburos localizada alrededor de una gota de aceite crece al
reducir la cantidad de iones en el agua (el agua rechaza” menos de su interior a las moléculas
orgénicas). Por ello, la reduccion de la salinidad baja la tensién interfacial agua-aceite y
parcialmente desorbe moléculas orgénicas débilmente amarradas a la arcilla.

A.1.4. Intercambio iénico multicomponente

En rocas con arcilla y con agua congénita de alto contenido de cationes divalentes (Ca™™,
Mg*T) el aceite esta fuertemente adsorbido en la superficie arcillosa de la roca a través de
sus partes polares (asfaltenos y resinas). Esto tiende a hacer a a roca mojable por aceite.
Con la inyeccién de agua de baja salinidad ocurre que al haber menos iones en el agua, las
moléculas de agua compiten con superioridad respecto al aceite por la superficie de la arcilla,
desplazan los cationes divalentes y desprenden el aceite adsorbido. La reaccién se expresaria

como [19]

Arcilla — Ca*T + HyO = Arcilla — HY + Ca*" + OH™

A.1.5. Alteracién de la mojabilidad

Los cambios de mojabilidad de la roca hacia mayormente mojada por agua parecen expli-
car de forma general el efecto LSWF. Varios mecanismos dan lugar a esta alteracién debido
a su capacidad de quitar compuestos organicos de la superficie de la arcilla, desprendimiento
de finos y el intercambio iénico, pero adicionalmente, la expansién de la doble capa eléctrica
por la reduccion de la concentracion de iones en el agua, lo cual provoca el desprendimiento
de aceite de la superficie.

A.2. Condiciones necesarias para el efecto LSWF

Las condiciones necesarias para que tenga lugar el fenémeno de recuperacién adicional
por inyeccién de agua de baja salinidad son [3]:

1. En el medio poroso, las areniscas deben contener arcilla. El tipo de arcilla puede ser
importante.

2. El aceite debe contener componentes polares (acidos o bases). No se ha observado el
efecto en aceites refinados sin componentes polares.

3. La salmuera de formacién debe contener cationes divalentes, por ejemplo Cat™,
M g™, ademés se debe tener agua de formacion inicialmente en el proceso. La eficiencia
del proceso esta ligada a la saturacion inicial del agua, S,;.

4. Agua de inyeccion de baja salinidad. La salinidad usualmente tiene entre 1000 y
2000 ppm, pero se ha observado el efecto hasta 5000 ppm. éste parece ser sensible a la
composicién idnica.
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Para sistemas sin control de pH, el agua producida o de salida usualmente aumenta
de 1 a 3 unidades de pH cuando se inyecta agua de baja salinidad; sin embargo se ha
observado que el aumento de pH no esta ligado a la recuperacion de aceite. En algunos
casos se ha detectado la produccion de finos, pero también se ha observado el efecto
LSWF sin producciéon visible de finos.

Decremento en la permeabilidad: Al cambiar a agua de baja salinidad, usual-
mente se ha observado un incremento en la diferencia de presiéon, lo cual puede estar
relacionado con la migracién de finos o la formacién de emulsién aceite-agua. No hay
suficiente evidencia para experimental para concluir que el efecto de recuperacion esta
acompanado de reduccion de permeabilidad. Se han reportado experimentos de inva-
sion de agua donde no se encuentra variacion en los puntos finales de la permeabilidad
relativa entre invasiones de alta y baja salinidad en modo de inyecciéon secundaria o
terciaria.

No hay limitaciones por la temperatura, la mayoria de los reportes mencionan tem-
peraturas menores a 100°C'.

A.3. Mecanismos presentes en el efecto LSWF

A continuacién se explican los mecanismos y procesos reportados en la literatura que
explican el fenémeno de recuperacién adicional de aceite por inyeccién de agua de baja
salinidad en areniscas.

1.

Hinchamiento de arcillas: Las arcillas se hidratan e hinchan en presencia de agua
pero el fenémeno se reduce cuando el agua contiene sal.

Desprendimiento y migracion de finos: El desprendimiento ocurre cuando la fuer-
za iénica de la salmuera es menor a la comcentracion critica de floculaciéon (CFC). Este
valor critico aumenta con la concentracion relativa de cationes divalentes. Estos catio-
nes tienen un efecto estabilizador de finos en la superficie de la arcilla ya que reducen
la fuerza repulsiva, es decir, reducen el potencial Zeta.

Reduccién o taponamiento de caminos de flujo: El hinchamiento de las arcillas
reduce la seccién transversal disponible para el flujo de fluidos, mientras que los finos
desprendidos pueden ser retenidos en los poros y gargantas pequenas, bloqueando el
paso de fluidos, provocando que el fluido se mueva por otros caminos, barriendo el
aceite que ahi se encuentra. Ni el hinchamiento ni el bloqueo de caminos cambian
la porosidad, pues el volumen ocupado por la arcilla es el mismo. El efecto es sobre
la permeabilidad total Ky = kK,, pero se asume que no afecta a la permeabilidad
relativa, K, si no a la permeabilidad abosluta k.

No-efecto de los finos en la recuperacion de aceite: Se ha reportado recuperacion
de aceite sin produccion de finos ni reduccién de permeabilidad y viceversa, produccion

de finos, sin recuperacion de aceite [17] [26] [32] [2§].

Cambios por desprendimiento de finos: El desprendimiento de finos provoca que
la serficie de la roca quede expuesta y tenga otras propiedades de mojabilidad.
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. Intercambio i6nico entre la arcilla y la roca: En rocas con agua congénita de alto

contenido de cationes divalentes (Ca™, Mg) el aceite estd fuertemente adsorbido en
la superficie arcillosa de la roca a través de sus partes polares (asfaltenos y resinas).
Esto tiende a hacer a la roca mojable por aceite. Con la inyeccion de agua con bajo
contenido de iones ocurre que al haber menos iones en el agua, las moléculas del agua
compiten con superioridad contra el aceite por la superficie de la arcilla, desplazan los
cationes divalentes y desprenden el aceite adsorbido.

Cambios por desprendimiento de aceite: El desprendimiento de aceite deja ex-
puesta la superficie que es mas mojable al agua que la previa superficie.

. Expansién de doble capa eléctrica: La reduccion de la salinidad incrementa el

tamano de la doble capa eléctrica en las interfaces roca-salmuera y aceite-salmuera,
modificando la carga eléctrica sobre la superficie de la roca y su mojabilidad. Como el
incremento de pH actia en contra de este efecto, entonces un pH bajo combinado con
una baja salinidad produce recuperacién adicional de aceite [20].

. Incremento de solubilidad en orgénicos (salting-in): La solubilidad de com-

puestos organicos polares aumenta al reducir la salinidad. La nube de moléculas de
hidrocarburos flotando alrededor de una gota de aceite crece al reducir la cantidad de
iones en el agua (el agua .“plusa”’menos de su interior a las moléculas organicas). Esto
parcialmente desorbe moléculas organicas débilmente amarradas a la arcilla.

Aumento de pH: Es necesaria la presencia de carbonatos. La disolucién lenta de
carbonatos crea exceso de OH ™ e intercambio catiénico rapido entre minerales de la
arcilla y el agua (los minerales intercambian cationes adsorbidos por HT), provocando
una reduccién de H' y en consecuencia un aumento del pH.

Generacion de tensoactivos in-situ: Los tensoactivos modifican la superficie de la
roca haciéndola mas mojable al agua [19]. Se requieren nimeros dcidos mayores a 0.2
KOH /g para generar tensoactivos in-situ (regularmente es menor a 0.05 KOH /g [12]).
El mecanismo es es similar a la recuperacion por invasion alcalina, incremento de pH
y reduccion de tensién interfacial [19]. Con pH > 9 los componentes acidos o polares
del aceite se saponifican por reacciones quimicas.

Efectos del cambio de tensiéon interfacial agua-aceite: La reduccion de la tesion
interfacial reduce la presién capilar y la permeabilidad relativa a través de modifica-
ciones en la saturacion residual de aceite. Asimismo, la baja en la tension interfacial
promueve la formacion de emulsiones. La emulsién cambia la viscosidad de la fase
continua. Si es emulsion de aceite agua, la viscosidad del agua aumenta.

Adsorcién/Desorcidn sin puentes de cationes divalentes: Los componentes po-
lares del aceite se pueden adsorber en los minerales de la arcilla sin puentes de cationes
divalentes y la reduccion del contenido de magnesio es causado por precipitaciéon, es-
pecialmente a alto pH [3] [1].

Aumento de pH desprende material organico: Originalmente el material basico
y organico estd adsorbido en la arcilla por cationes, principalmete Ca™ del agua de
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formacién, con el agua de baja salinidad el H' es intercambiado por Ca™ y con ello
aumenta localmente el pH. Esto provoca cerca de la superficie de la arcilla reacciones
entre el material dcido y basico adsorbido (reaccién de transferencia proténica clasica).
Se produce una reaccion rapida entre OH~ y el material acido béasico adsorbido y con
ello el material organico se desorbe de la arcilla [3].

No-efecto del pH en la recuperaciéon de aceite [I7] [26]: Se necesitan valores
no suficientemente altos del pH para generar tensoactivos. Hay recuperacion de aceite
tanto con incrementos como con decrementos de pH.

Cambio en la permeabilidad relativa: La baja salinidad cambia los puntos finales
de las curvas de permeabilidad relativa, se tiene menor S,,; y mayor S, [29] [24] [13].

Cambio de viscosidad del agua: La presencia de finos modifica la viscosidad del
agua y puede llegar a formarse un gel.
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B.1. Teoria de los sistemas continuos

Los sistemas continuos estdn constituidos por cuerpos. Un cuerpo es un conjunto
infinito de puntos materiales que en cualquier instante dado ocupa una regiéon o dominio, en
el sentido matematico, del espacio tridimensional.

Un punto espacial es un punto fijo en el espacio y un punto material es un punto
que puede ocupar distintos puntos espaciales en su movimiento a lo largo del tiempo.

Hipdtesis basica de los sistemas continuosConsiste en considerar que un sistema

continuo llena todo el espacio que ocupa, es decir, cada punto del sistema continuo esta
lleno de materia. En la teoria de los sistemas continuos se trabaja con los promedios de sus
propiedades fisicas y existe un volumen llamado representativo, para el cual se calculan y
son validos los promedios de dichas propiedades.

Sea B un cuerpo y B(t) el dominio ocupado por B en el instante ¢. Debido a la hipétesis
basica de los sistemas continuos, en cualquier instante de tiempo t fijo, y en cada punto
x € B(t) de la regién ocupada por el cuerpo, hay solo un punto material del cuerpo B (ver

figura [B.1)).

La configuracién espacial del cuerpo B en el instante ¢, es el lugar geométrico de las
posiciones que ocupan en el espacio los puntos materiales del cuerpo en dicho instante. Se le
denomina configuracion de referencia a la configuracién espacial en el instante inicial ¢
del intervalo de interés.

Coordenadas materiales o lagrangianas: Son las coordenadas del vector de posicién
X = (X1, X5, X3) que ocupa un punto material del cuerpo B en el instante inicial ¢y en la
configuracién de referencia.

Coordenadas espaciales o eulerianas: Son las coordenadas del vector de posicién
x = (11,72, 73) = p(X,t) = (p1, P2, p3) que ocupa el punto material X del cuerpo B en el
instante t en la configuracién espacial.

Al haber una relacién biunivoca, podemos definir la inversa de la funcién p(X, t) a la cual
denotaremos por ]_9_1@, t) = X. La regién ocupada por el cuerpo B cambia con el tiempo
debido al movimiento y la definiremos formalmente para cualquier instante ¢ en el tiempo

COoImo
B(t)={zeR’ | 3XeB y z=pX,1)}.

Si fijamos el tiempo ¢ entonces B(t) = p(B,t). Para observar la trayectoria de un punto
material X, s6lo debemos fijar dicho punto y variar ¢ en la funcién p(X,t), lo cual permite
obtener la velocidad V (X, t) de cualquier punto material X importante para describir su
movimiento. La velocidad se define como la derivada con respecto al tiempo a la posicion
cuando el punto material se mantiene fijo, es decir,

V(X ) = p(X.
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Figura B.1: Esquema de la relacién entre la configuracién de referencia del cuerpo B, las
coordenadas materiales X y las coordenadas espaciales x de un punto material X € B.

B.2. Propiedades intensivas

Son propiedades muy especificas que no dependen de la cantidad de la materia, por
ejemplo, la densidad de masa o la densidad de volumen y que pueden expresarse como
funciones definidas para cada tiempo en cada uno de los puntos del sistema continuo, es decir,
son funciones que estan definidas en la posicién x del punto material X al tiempo ¢. Pueden
ser funciones escalares como la concentracién de cierta sustancia al tiempo t o vectoriales
como la velocidad, que depende del punto material X y del tiempo ¢. Una propiedad intensiva
con valores vectoriales es equivalente a tres escalares, correspondientes a cada una de sus
tres componentes. En resumen, las propiedades intensivas son funciones definidas en los
puntos materiales de un cuerpo, es decir, son funciones que hacen corresponder a cada punto
material y cada tiempo en un nimero real o un vector del espacio Euclidiano tridimensional
R3. Hay dos formas de representar a las propiedades intensivas: la representacién euleriana
y la representacién lagrangiana.

B.2.1. Representacion Lagrangiana

Consideremos una propiedad intensiva escalar, tal que en el instante ¢ toma en el punto
material X el valor

O(X, 1)
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definiendo una funcién ¢ : B — R! para cada instante ¢, a la que se le llama representacién
lagrangiana de la propiedad intensiva considerada. Esta representacion es mas utilizada en
el estudio de los sélidos.

B.2.2. Representacion Euleriana

Consideremos una propiedad intensiva, tal que en el instante ¢ toma en el punto material
que ocupa la posicion z el valor

U(z,t)

definiendo una fucién v : B(t) — R! para cada instante ¢, a la que se le llama representacién
euleriana de la funcién considerada. Esta representacion es mas utilizada en el estudio de los
fluidos.

Ambas representaciones satisfacen las siguientes identidades

dX. ) =v (pX,0),t) y Yt =6 (X 1))

Por ejemplo, la representacion lagrangiana de la velocidad de un punto material

donde v(z,t) es la representacion euleriana de la velocidad, entonces

v(z, t) =V (p~'(z,1),1)

Es decir, que la velocidad en el punto z del espacio fisico, es igual a la velocidad del punto
material que pasa por dicho punto en el instante t.

B.2.3. La derivada material

Si obtenemos la derivada parcial con respecto al tiempo de la representacion lagrangiana,
¢(X,t), de una propiedad intensiva, de acuerdo a la definicién de la derivada parcial de una
funcion, es la tasa de cambio con respecto al tiempo que ocurre en un punto material fijo.
Es decir, si nos montamos en un punto material y medimos a la propiedad intensiva y luego
los valores asi obtenidos los derivamos con respecto al tiempo, el resultado final es

¢ fw Op; o
ot Xt =52 +Zaxl )5y (Xit) = 5 +u- VY

Tiene interés evaluar la tasa de cambio con respecto al tiempo que ocurre en un punto
material fijo. La derivada material se puede denotar por el siguiente operador:

— =—+49v-V (B.l)
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B.3. Propiedades extensivas

Son propiedades muy generales de cualquier sustancia que dependen de la cantidad de
la materia, por ejemplo, el peso, la masa, el volumen, la longitud, etc. Se denotan por F(t)
o bien F(B,t) y funciones que a cada cuerpo B de un sistema continuo y a cada tiempo ¢ le
asocia un nimero real o un vector en R? y puede expresarse como sigue:

Elt) = [ ¢(z,t)dz (B.2)
)

donde 9(z, t) es la representacién euleriana de una propiedad intensiva.

Existe una relacion biunivoca entre las propiedades extensivas e intensivas, por que dada
la representacién euleriana t(z,t) de cualquier propiedad intensiva, su integral sobre el
dominio ocupado por cualquier cuerpo define una propiedad extensiva e inversamente, dada
una propiedad extensiva cuando el integrando se expresa en la forma de la ecuacion de arriba
define una propiedad intensiva, por ejemplo, la masa y la densidad de masa.

B.4. Ecuacion de balance global

Los modelos matematicos de los sistemas continuos estan constituidos por balances de
propiedades extensivas. En la mecénica de medios continuos se realiza un balance de las pro-
piedades extensivas en las que se basa el modelo, en cada cuerpo del sistema continuo. Para
realizar estos balances, debemos identificar las causas por las que las propiedades extensivas
de cualquier cuerpo pueden cambiar, las cuales pueden ser:

= Por lo que se genera o se destruye en el interior del cuerpo.
= Por el flujo que se importa o exporta a través de la frontera.

En la teoria de sistemas continuos, la hipdtesis basica desde el punto de vista fisico para
la formulacién de las ecuaciones de balance de las propiedades extensivas es que cualquier
variacion de la propiedad extensiva proviene de lo que se genera o se destruye dentro del
cuerpo o de lo que entra o sale a través de su frontera, pero también debemos tener en
cuenta que puede haber discontinuidades (ver figura [B.2)).

Esto conduce a la siguiente ecuacion de balance global:

%E(t)z /g(z,t)d£+ / q(z, t)dz + /gz(z,t)dz (B.3)

B(t) dB(t) (1)

= g(z,t) es el término fuente en el interior del cuerpo B(t), por unidad de volumen por
unidad de tiempo.

= g(z,t) es lo que se importa o exporta a través de la frontera del cuerpo 0B(t), es decir,
es el flujo de la propiedad extensiva a través de la frontera del cuerpo, por unidad de
area, por unidad de tiempo.
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Figura B.2: Esquema de un cuerpo material B(t) con frontera 0B(t), donde n es su vector
normal externo. La superficie de discontinuidad X(¢) tiene vector normal ny, y se mueve con
velocidad vy,. B(t) se mueve a velocidad v.

= gx(z,t) es término fuente por unidad de drea en X(t).

Como para cada tiempo ¢, existe un campo vectorial 7(z,t) tal que

q(z,t) = 1(z,t) n(z,1)
donde n es la normal exterior a la frontera 0B(t) (ver figura [B.2)), entonces

%E(t)Z /g(z,t)dwr / z(z,t)-n(z,t)dﬁ/gz(z,t)dz (B.4)

B(t) dB(t) 2 (t)
» g(z,t) es el término fuente en B(t).
» 7(z,t) es el campo de flujo.
» n(z,t) es la normal exterior a la frontera 0B(t).

» gx(z,t) es término fuente en ()

B.5. Condiciones de balance local

Las ecuaciones de balance correspondientes a una coleccion de propiedades extensivas
constituyen a los modelos de los sistemas continuos, de esta manera, a cada sistema continuo
le corresponde una familia de propiedades extensivas, tal que, el modelo matematico del
sistema estd constituido por las condiciones de balance de cada una de las propiedades
extensivas de dicha familia. Sin embargo, las propiedades extensivas mismas no se utilizan
directamente en la formulacién del modelo, en su lugar se usan las propiedades intensivas
asociadas a cada una de ellas. Esto es posible porque las ecuaciones de balance global son
equivalentes a las llamadas condiciones de balance local, las cuales se expresan en términos
de las propiedades intensivas correspondientes. Las condiciones de balance local son de dos
clases: las ecuaciones diferenciales de balance local y las condiciones de salto.
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B.5.1. Ecuacion diferencial de balance local

Son ecuaciones diferenciales parciales que se deben satisfacer en cada punto del espacio
ocupado por el sistema continuo, y son de la forma:
o

StV (W) =g+V-z  vzeBH)\S() (B.5)

desarrollando la divergencia en el lado izquierdo

%_Qf+y.v¢+w-y:g+v-z Vx € B(t) \ X(t) (B.6)

por definicion de derivada material de 1), obtenemos

D

Ff%—wv-yzg%—v-z Vo € B(t) \ X(t) (B.7)
Por lo tanto, la ecuacion diferencial de balance local puede expresarse en términos de la
derivada material, que usaremos para expresar la ecuacion diferencial de balance local de las

ecuaciones béasicas de la mecanica de medios continuos.

B.5.2. Condicion de salto de balance local

Las condiciones de salto son ecuaciones algebraicas que las discontinuidades deben sa-
tisfacer donde ocurren, es decir, en cada punto de la superficie de discontinuidad X(t). Las
propiedades intensivas pueden tener discontinuidades de salto exclusivamente a través de la
superficie ¥(t), donde los limites por ambos lados de Y(t) existen, pero son diferentes.

[V(v—vs) — 7] ng = g5 Vo € X(1). (B.8)
donde [f] = lim f(z)— lim f(x) es el salto de la funcién f.
z—t =Y
Las ecuaciones diferenciales de balance local son de uso mucho mas amplio que las condi-
ciones de salto, pues estas dltimas tnicamente se aplican en problemas de caracter especial

donde las propiedades intensivas son discontinuas, mientras que las primeras en todo punto
del espacio ocupado por el sistema continuo.
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B.6. Teoremas

En esta seccién, enunciamos los teoremas que se utilizaran en la derivacién de las condi-
ciones de balance local, a partir de la ecuacion de balance global.

B.6.1. Teorema de Gauss extendido

Sea B(t) una regién conexa con frontera 0B(t) donde n es un vector normal unitario y
7(z,t) una funcién vectorial continuamente diferenciable en B(t) excepto en ¥(t) con vector
normal unitario ny,, entonces

/z-ndg: /V-zdz+/[[z]]-ngdz (B.9)

B.6.2. Teorema de transporte de Reynolds extendido

Sea B(t) una region conexa (el dominio de un cuerpo) con velocidad v y ¥(¢) una su-
perficie que interseca a B(t), con vector normal unitario ny, y velocidad vy, . Si ¥(z,t) es
una funcién de valores reales definida en B(t) continuamente diferenciable excepto en la
superficie %(t), entonces

ot

B(t) (t

% / Y(z,t)dz = / (8_¢ + V- (wy)) dz+ | [ —vy)] neda (B.10)
B(t) )

B.6.3. Lema de Dubois-Reymond extendido

Sea f(z) continua excepto en X(t) y g(x) continua en 3(t). Si

/f(z)dz + /g(z)dgzo (B.11)
B(1)

()

entonces  f(x) =0, VexeB{t)\2(t) vy glz)=0, VzeX(t).
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B.7. De la ecuacion de balance global a las ecuaciones
de balance local

Afirmamos que en un sistema continuo, la ecuacion de balance global, se satisface para
todo cuerpo del sistema continuo, si y solamente si, se cumplen las condiciones de balance
local. En efecto, sustituyendo en la ecuacion de balance global (B.4]) la definicién de propiedad

extensiva (B.2])
%/wdzz/gd@L / I'Qd£+/gzd£ (B.12)

B(t) B(t) dB(t) (L)

aplicando al segundo sumando (B.9) el teorema de Gauss extendido

%/m = /gd£‘|‘/V‘Id£+/[[lﬂ‘ﬂzd£+/92dZ

B(t) B(t) B(t) (1) (1)
- /(9+V~z)d£+/([[z]]-ﬂz+gz)d£ (B.13)
B(t) S()

aplicando en la izquierda (B.10) el teorema de transporte de Reynolds extendido

/(%+V'(¢y)) dx + / [V(v—ws)] - npdz
5(6)

B(t)
- / (g(z,t) + V- )da + / (Iz] - s + gs(z, 1))dz (B.14)
B(t) (1)

agrupando términos del lado izquierdo de la igualdad

/ (%_fﬂLV'(w)—(g(z,t)Jrv.I)) di

B(t)
n / ([ = v) — 7] - 0y — gz, ))dz = 0 (B.15)
0

aplicando (B.I1)) el lema de Dubois-Reymond extendido, obtenemos la ecuacién de balance
local y la condicién de salto de balance local respectivamente:

W V) =g+ VT, Vae B\ D) (B.16)

[V(v —vg) — 7] - ny = gs(z, 1), Vr € X(t) (B.17)

B.8. Ejemplo

Consideremos el cuerpo de un fluido incompresible, el cual llena completamente el volu-
men en que se encuentra. Su movimiento ocurre en un espacio libre tomando en cuenta la
siguiente hipotesis:
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Los cuerpos conservan su volumen en el movimiento de sustancias incompre-

sibles (sélidas o fluidas).

Sea V(t) el volumen del fluido contenido en el cuerpo y B(t) el dominio del espacio fisico
ocupado por el cuerpo, de esta manera, el volumen del fluido es igual al volumen de la regién

que ocupa y esto se expresa de la siguiente forma:

Vi(t) = /dg

B(t)
El volumen del fluido es una propiedad extensiva — E(t) = Vi(t)
y su propiedad intensiva correspondiente esta dada por Uz, t) =1

Por hipdtesis, el volumen de los cuerpos se conserva durante su movimiento:

d
—Vi(t) =0

Es decir, la ecuaciéon de balance global esta dada por

%Vf(t): /Odg%— / 0dz+/0d§:0

B(t) 9B(t) 5(t)
ecuacion diferencial de balance local:
V-v=0 Va € B(t) \ X(t)
condicion de salto de balance local:

[v] s =0 Yz € 2(t)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)
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B.9. Ecuaciones basicas de la MMC

B.9.1. Ecuaciones de balance de masa

M(t) = / plz, t)dz (B.23)

Propiedad extensiva: masa M (t)

Propiedad intensiva: densidad ¢ = p

Si tenemos que: g =0, g = 0 y 7 = 0, existe conservacién de masa.

Ecuacion de balance global

—M(t) = B.24
SM(1) =0 (B.24)
Ecuacion de balance local:

Dp

E%—pV-yzO ;o Vx e B(t)\ X(1). (B.25)

también es conocida como ecuacion de continuidad en mecdnica de fluidos.

Condiciones de salto:

[o(v —vs)] -ne =0 ; VzeX(D) (B.26)

B.9.2. Ecuaciones de balance de momento lineal

M(t) = / p(z, t)v(z,t)dz (B.27)

B(t)

Propiedad extensiva: momento lineal 9t().

Propiedad intensiva: densidad de momento lineal i) = pv.

Si tenemos que g = pb, g =0y T

Il
IS

donde

= pb— fuerzas de cuerpo por unidad de volumen
m g— tensor de los esfuerzos

» g -n =T — fuerzas de traccion.
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Ecuacion de balance global:

Sty = [ ppiz+ [ oonda (B.28)

dt— =
B(t) dB(t)
Ecuacién de balance local:
Dpv
i +pyV-y=V-g+pb ;o Ve B(t)\ X(t) (B.29)

Esta ecuacién se puede interpretar como un sistema de ecuaciones si la expresamos como

D PU;

Dr +p0;V-v=V-0,+pb ; i=1,2,3; (B.30)

donde g = (01,05,03) ; b= (b1,bs,03).

Desarrollando la derivada material en el término izquierdo

Dv Dp ~ Dv Dp 20
(pﬁ +yﬁ) + Vv =prs +Q(E+PV Q) =D (B.31)

D . - s
ya que 57 4+ pV - v = 0 por conservacion de la masa. Entonces obtenemos la ecuacién

Dv
"Dt

que constituye la 1* ley de cauchy de la mecanica de medios continuos.

— Vg +pb Vz € B(t) \ () (B.32)

Condiciones de salto:

[rww—uvy)—a] -ny=0;  VzeX(t) (B.33)

Ecuacién general de flujo de Navier-Stokes
Sean
s pb - fuerzas de cuerpo por unidad de volumen.

= D - la parte simétrica del tensor de las velocidades Vv, donde D = (Vv + (Vu)T), es

. 1 { ov; v
dec1r, Dij =3 (a;j aé)

» g=-—pL+ ANV -v)L+2uD - es el tensor de los esfuerzos.

Usando la notacion de Einstein para los indices repetidos

dp
V- (-pl) = o

Anélogamente
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B D (A oy D oy 9 v;
V-(2uD) = pV-(2D) = o, (8@' i 8@) 00wy " 0w 0w,

i@vi i 0 821]-

=uV(V-v)+uViu

Como la divergencia es un operador lineal
Voo = V- (-pl)+V-(AV-0)])+V-(2uD)
= —Vp+uViu+ A+ p)V(V-o)

al sustituir en la ecuacion de balance de momento lineal, obtenemos

D
Pl =P =V +pViu+ A+ m)V(V-v) (B.34)

que es la ecuacion general de flujo de Navier-Stokes.

Desarrollando en la izquierda la derivada material y dividiendo entre p de ambos lados,
es la ecuacion que utilizaremos para deducir la ley de Darcy.

gv+y~Vy:Q—

1 - 1
v -Vp+=Vuo+-A+u)V(V-v B.35
¥ V4 IV S V(T ) (5.35)

B.9.3. Ecuaciones de balance de energia

e = [ s (E+§ v \2) i (8.36)

B(t)

Propiedad extensiva: Energia £(t)

Propiedad intensiva: ¢ = p(E + 1 | v |?)

donde E es la energia interna por unidad de masa.

Si tenemos que: g = p(h +b-v), g¢ =0y 7 = ¢+ c-v donde

ph- fuente de calor por unidad de volumen

pb - v- trabajo por unidad de tiempo por unidad de volumen realizado por las fuerzas
del cuerpo

» ¢ - n- flujo de calor a través de la frontera por unidad de tiempo por unidad de drea

(c-v)-n=(g-v)-v=T-v-trabajo por unidad de tiempo por unidad de drea realizado
por las fuerzas de traccién.
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Ecuacion de balance global:

ﬁg(t): /p(h+b.y)a@+ /(ngg-Q)-@d_ (B.37)

Ecuacion de balance local:

%(p<E+%Q~2))"‘p(E—F%y-y)V.yzv.(g+g.y)+p(h—|—l_)~y) (B.38)

Desarrollando el término de la derivada material resulta:

D 1 DE  D(iv-v) Dp 1
- E p— . pr— 2_ — —_— E - . B
Dt <’0< oy tQ)) Por TP T \P Tttt (B-39)

Sustituyendo (2.30) en el miembro izquierdo de la ecuacién (2.28) obtenemos:

DE D(%Q-Q)+(

‘v) +p(h+b-v) (B.A40)

IS}

Por TP D 2 Dt

1 D
E+—y-y) (—p+pV-y) =V-(¢+

ya que % + pV - v = 0 por conservacion de masa, resulta:

DFE D(iv-w
., Dl

=V-(¢g+ta-v)+ph+b-

<
~—

(B.41)

"Dt Dt
Si tenemos en cuenta que:
D(iv - D
Vi(ig-v)=v-(V-g)+a-Vu y %zyﬁ
entonces DE D
Q p— . .
pﬁ+y~<pﬁ—v-g—pb>—v q+ph+a-Vu. (B.42)

. D .z
Si tenemos en cuenta que p5: — V - g — pb = 0 por la ecuacién de balance del momento
lineal, obtenemos la ecuacién de balance de energia:

DE

P Dr =V.q+ph+a-Vu, VreB(t)\X() (B.43)

Condiciones de salto:

lr(E+5en) mm-re ]| m=o wezw  may
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B.10. Modelos de fases multiples

Como introduccién a los modelos de sistemas continuos de fases multiples, comenzaremos
con un ejemplo muy sencillo, para después dar un salto a las ecuaciones de los modelos de
fases multiples y varias componentes. Imaginemos un vaso de vidrio transparente con agua
de sabor y algunos hielos. Si miramos el contenido dentro del vaso, observaremos que hay
dos fases:

* Fase 1: La fase liquida (agua de sabor)* Fase 2: La fase sélida (hielos)

Desde este enfoque macroscopico suponemos que en cada punto de la region ocupada por
el contenido del vaso en el espacio fisico (R?), existe sélo un punto material de cada una de
las fases y cada una se mueve con su propia velocidad. Ahora, si agitamos circularmente el
vaso, observaremos que ambas fases se mueven con distintas velocidades.

El agua de sabor (la fase liquida) tiene dos componentes:

* Componente 1: agua pura liquida* Componente 2: saborizante

La fase sélida sélo tiene una componente: agua pura solidaEn la teoria de los sistemas

continuos, los modelos para procesos como el que se acaba de describir, se conceptualizan
como se explica a continuacion. Se considera que hay dos fases: la fase liquida y la fase sélida.
En cada punto del espacio fisico (R?) hay un punto material de cada una de las fases y cada
una de ellas se mueve con su propia velocidad. Por lo mismo, cada dominio de R? define
dos cuerpos, que son los formados por los conjuntos de puntos materiales correspondientes
a cada una de las fases. Ademas, en cada punto tenemos definidas dos velocidades, que en
general pueden ser diferentes, por lo que los dos cuerpos que en un tiempo ocupan el mismo
dominio de R? | en general en otros tiempos ocupan dominios que no coinciden. En el caso
que nos ocupa es posible hacer el balance de masa o de otras propiedades extensivas, pero
en ellas debe utilizarse la velocidad asociada con la fase que corresponda.

Las ecuaciones de balance global del ejemplo son las siguientes:

%Ell(t): /gi(i,t)dzﬂt / zl(z,t)-@(g,t)dg+/gzi@,t)@

B(t) dB(t) ()

%Ezl(t)z /gé(i,t)dzﬂt / z%(z,t)-n(g,t)dg+/gZ;(Lt)@

B(t) OB(t) 0

d 2 2 2 2

%El t)= [ gi(z, t)dx+ Ti(z,t) - n(z, t)de + [ gsi(z, t)dx
B(t) 8B(t) (1)

Ecuaciones diferenciales de balance local

0
aw%ww% V') =g+ V-1, vz € B(t) \ X(¢)
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0
§¢§+V-(¢§ V) =g+ V.13, Vz € B(t) \ X(t)

SRV W) =g VT, Vee B\ S()
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Condiciones de salto de balance local

[¢1(0" —vs') = 11] - 15 = gu1, Ve e B(t)
5" —vs') — 73] - 15y = g3, Ve e B(t)
[¥7(0* = v®) — 73] - 15y = g2, Vo € 3(t)

A continuacién se explica como se construyen los modelos de los procesos, pues mas que
los sistemas mismos, se modelan sus procesos. Primero, se identifica a un conjunto finito,
o familia, de propiedades extensivas, luego a cada una de las propiedades extensivas de esa
familia se les impone la condicién de satisfacer la ecuacién de balance global en cada cuerpo
del sistema continuo, lo cual es equivalente a la ecuacion diferencial de balance local y a la
condicién de salto. Esta forma de proceder se aplica no solamente a sistemas continuos de
una sola fase, sino también a sistemas de varias fases.

Las fases contienen varios componentes superpuestos que se mueven a la misma velocidad.
Si consideramos un sistema con N fases donde cada fase tiene M, componentes y a cada
componente le corresponde una propiedad intensiva ¢)$ asociada a la propiedad extensiva EZ,
donde « denota el nimero de la fase (a« = 1, ..., N) y v denota el ntimero de la componente
dentro de dicha fase (v =1, ..., M,), entonces las ecuaciones de balance globlal, al igual que
las ecuaciones de balance local, se plantean por componentes.

La propiedad intensiva asociada a la propiedad extensiva EY es ¢ (z,1):

Et) = [ (e t)d (B.45)
)

Ecuaciones de balance global

%Eﬁ(t)Z /gﬁ(z,t)dﬁ / zﬁ(z,t)-ﬂ(z,t)dzﬂt/gzi’(z,t)dz (B.46)

B(1) dB(t) (1)

Ecuaciones diferenciales de balance local

8 o o (7 (7 o
e S+ V(W u") =97+ V-1 : Vo € B(t) \ X(¢) (B.47)
Condiciones de salto de balance local
[0 @ —vg®) — 2] - ng = 952, : Vo € N(t) (B.48)

Estas son las ecuaciones basicas que gobiernan a una gran diversidad de sistemas conti-
nuos. Sin embargo, ellas no constituyen modelos completos, los cuales explicaremos con mas
detalle a continuacién.

B.11. Modelos completos

En general las ecuaciones diferenciales tienen muchas soluciones, por lo que es necesario
complementarlas con condiciones iniciales y de frontera. El modelo de un sistema continuo
es completo si define un problema bien planteado. Un problema de valores iniciales y de
frontera es bien planteado si se cumple que existe una unica solucién y ésta depende de las
condiciones iniciales y de frontera de manera continua.
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B.11.1. Condiciones iniciales

Cuando en la ecuacion diferencial interviene el tiempo, se incluyen condiciones iniciales
que expresan el valor de la funcién al tiempo inicial ¢t = 0.

c(z,0) = co(z) (B.49)

B.11.2. Condiciones de frontera

Se imponen en la frontera exterior del dominio

(a) Dirichlet
Especifica los valores que toma la funcién c¢(z,t) en la frontera 0B(t)

c(z,t) = flz) (B.50)

(b) Neumman

Se prescribe la derivada normal en la frontera, por lo tanto aqui se conoce el valor de la
derivada de la funcién ¢(z,t) con respecto a la normal n a lo largo de la frontera 0B(t)

Ve(z,t) -n = g(z) (B.51)

(c) Robin
Esta condicién es una combinacion lineal de las dos anteriores.
a(z)e(z,t) + b(z)Ve(z, t) - n = y(z, 1) (B.52)
v(z,t) es la funcién prescrita en la frontera exterior.

Para obtener modelos completos, ademas de las condiciones de balance local, ecuacion
diferencial de balance local y condicién de salto de balance local, es necesario evaluar la gene-
racion interna, determinada por g(z,t) y gs(z,t), y el camplo de flujo 7(z, t), en términos de
las funciones conocidas de las propiedades intensivas asociadas. A través de estas ecuaciones
constitutivas, se integra el conocimiento cientifico y tecnolégico en los modelos matematicos,
todo depende de la clase de los procesos involucrados. En conclusion, los modelos de los
sistemas continuos estan constituidos por:

= Una coleccion de propiedades intensivas y extensivas.

= Un conjunto de condiciones de balance local correspondientes a cada propiedad inten-
siva, en cada una de las cuales, la velocidad de los puntos materiales es la de la fase
correspondiente.

= Condiciones iniciales y de frontera que deben satisfacer las propiedades intensivas.

= Suficientes relaciones que ligan a las propiedades intensivas entre si y que definen a g,
7 y v en términos de éstas, conocidas como leyes constitutivas.
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