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Introduccién

Introduccidn

o El anilisis variografico o estructural es uno de los tépicos mas importantes de la
geoestadistica puesto que se encarga de la caracterizacidn de la estructura
espacial de una propiedad o fenémeno.

@ Es el proceso en el marco del cual se obtiene un modelo geoestadistico para la
funcién aleatoria que se estudia.
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Introduccién

Introduccidn

o El anélisis variografico consiste en estimar y modelar una funcién que refleje la
correlacion espacial de una muestra de datos a partir de la adopcién razonada de
la hipdtesis mas adecuada acerca de su estacionaridad.

@ En dependencia del grado de estacionaridad se modelard la funcidén de covarianzas
o la de semivarianzas.

@ Por su generalidad estudiaremos el proceso de estimacién y modelaciéon de la
funcién de semivarianzas o semivariograma.
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El semivariograma. Definicién

o El semivariograma, conocido también como variograma, es la herramienta
central de la geoestadistica.

e Dada una FA Z(x) que cumpla al menos la Hipétesis Intrinseca entonces la
funcién de semivarianzas es estacionaria y se define como sigue:

1(h) = S Var [2(x) — Z(x-+ h)] = 2 [(2(x) — Z(x+ 1)Y?] 1)
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Estimacion del semivariograma

@ Existen varios estimadores del semivariograma pero el estimador mas comtin,
conocido como estimador de Matheron, estd dado por

N(h)

() = gy 2o 2+ ) = 20 )

@ N(h) es el nimero de pares Z(x;) y Z(x; + h) separados a una distancia h = |h|
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Estimacion del semivariograma

@ Debido a que el estimador es esencialmente una media muestral (promedio), tiene
todas las desventajas cominmente asociadas a este tipo de estimadores como es
la no robustez.

@ A menudo el empleo de este estimador produce variogramas experimentales
errdticos, lo cudl se debe a desviaciones del caso ideal para la aplicacién del
mismo.
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Estimacion del semivariograma

o Estas desviaciones pueden ser enumeradas por su importancia en el orden
siguiente:

@ Desviaciones en la distribucién (asimetria)

© No homogeneidad de la varianza

© Desviaciones en el muestreo

© Existencia de valores atipicos (outliers) tanto distribucionales como espaciales.
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El semivariograma Estimacion del semivario
Forma general del variograma
Consideraciones para el cémputo del variograma

Forma general del variograma

varianza, C(0) = o2
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Figura 2: Pardmetros del variograma:
meseta (sill), alcance (range) y efecto
pepita (nugget effect).

Figura 1: Relacién de las funciones de
covarianzas y semivarianzas

(05 = 0® = 7).

Dr. Martin A. Diaz Viera, Dr. Ricardo Casar Gonzdlez GEOESTADISTICA APLICADA: Anilisis Variografico



El semivariograma

Los pares de todas las observaciones se agrupan segtin su distancia de separacion
dentro de un intervalo o lag h y sus miltiplos 2h, 3h,..., nh, con una tolerancia
de +h/2 y en una direccién con dngulo ¢ con una tolerancia angular.

Se calcula para intervalos menores que la mitad de la distancia maxima de
separacion de todos los puntos.

Se considera que un ndmero maximo de 25 intervalos es suficiente para cualquier
propdsito y un minimo de 10 debe ser usado para determinar con precisién el
alcance y la meseta del variograma.

Se considera que debe haber entre 30 y 50 pares de puntos como minimo por
intervalo.

Los valores estimados para cada intervalo se deben graficar contra la distancia
promedio de todos los pares que se encuentran dentro de dicho intervalo.
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riograma. Definicién
El semivariograma Estimacion
Forma ge
Consideraciones para el cémputo del variograma

Consideraciones para el computo del variograma
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Figura 3: Diagrama del cémputo del variograma.
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El semivariograma

Cémputo del variograma

Forma general ds\ var a
Consideraciones para el computo del variograma

Muestreo regular en una dimensién:
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Figura 4: Ejemplo del cémputo del
variograma en 1D.
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h = 1: (10-7)2#(11-10)2+(13 - 11)2
+(12-13)24(14-12)2+(12-14)2
+(13-12)24(10-13)2+(11-10)?
+(9-11)2+(8-9)2 = 39

N(1) = 11
7(1)=39/22=1.78
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El semivariograma Estimac semivariograma
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Distribucién Espacial
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Figura 5: Distribucidon espacial.
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El semivariograma
iog
Consideraciones para el cémputo del variograma

Consideraciones para el computo del variograma
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Figura 6: Diagrama del cémputo del variograma.
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El semivariograma
Forma general del variograma
Consideraciones para el cémputo del variograma

Ejemplo de variograma estimado: dmin= 428, dmax= 16,575, h= 828

) o Estadigrafo Valor
Variograma Adireccional de perm_mD
Muestras 48
§ | T vananee Minimo 7.4
- e 12 cuartil 1002.45
1 s Mediana 3482.205
e Media 6818.24521
8 2 L2 32 cuartil 7743.625
ER : w Méximo 36347.4
§ 5] 2% : Rango 36340
S Rango intercuartil 6741.175
Varianza 83532706.36
) Desviacién estdndar  9139.62288
é B : : - - . Simetria 1.83579
o 2000 4000 6000 8000 10000 CurtOSiS 562603

Distancia

Tabla 1: Estadistica biasica.
Figura 7: Variograma estimado.
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El semivariograma

Consideraciones para el cémputo del variograma

Ejemplo de variograma estimado

Direccién = 0 grados, Tolerancia = 90.0 grados, Intervalo = 828 ft.

No. lag No. pares Intervalos (lags) Semivarianzas

1 3 453.71 43,357,868.50
2 35 1361.14 43,869,273.09
3 74 2268.56 40,249,566.62
4 82 3175.98 62,199,450.34
5 92 4083.41 69,343,355.94
6 121 4990.83 74,381,397.02
7 101 5898.25 81,429,116.65
8 116 6805.68 107,465,654.01
9 103 7713.10 90,459,560.73
10 88 8620.52 51,904,218.42

Tabla 2: Ejemplo de variograma estimado.
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Modelos vilidos o autorizados

Modelos transitivos o acotados
Modelos de variogramas Modelos n otados

Variogramas anisotrépicos

Modelos validos o autorizados

@ Sélo ciertas funciones pueden ser consideradas modelos validos de variogramas y
se dicen que son modelos autorizados.

@ El hecho de probar si una funcién dada es aceptable o no, esta relacionado con el
examen de su Transformada de Fourier. [Christakos, 1984] obtuvo las condiciones
que el espectro de la funcién debe reunir para ser un modelo autorizado.

@ Como una propiedad importante se debe destacar que cualquier combinacién
lineal de modelos autorizados es un modelo autorizado.
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elos validos o autorizados
Modelos transitivos o acotados
Modelos de variogramas Modelos no acotados
anisotrépicos

Modelos transitivos o acotados

@ Este grupo de modelos se deriva a partir de la nocién de autocorrelacién entre los
valores promedios dentro de los bloques.

@ La idea es que la funcién aleatoria, de la cual la propiedad medida es una
realizacién, depende del grado de traslape de los dos bloques.
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Modelos vélidos o autorizados
Modelos transitivos o acotados
Modelos de variogramas N o acotados

Modelo Esférico

y(h) = 3{3 (%) - (2)3} para0 < h<a -
S para h> a
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Figura 8: Modelo Esférico.
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Modelos vélidos o autorizados
Modelos transitivos o acotados
Modelos de variogramas N o acotados

Modelo Exponencial
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Figura 9: Modelo Exponencial.

Dr. Martin A. Diaz Viera, Dr. Ricardo Casar Gonzdlez GEOESTADISTICA APLICADA: Anilisis Variografico



Modelo Gaussiano

Modelos de variogramas

Modelos vélidos o autorizados
Modelos transitivos o acotados
N o acotados
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Dr. Martin A. Diaz Viera,

Figura 10: Modelo Gaussiano.
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Modelos vélidos o autorizados
Modelos transitivos o acotados
Modelos de variogramas N o acotados

Modelo Efecto Agujero (Hole)

Figura 11: Modelo Efecto Agujero.
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Modelos vilidos o autorizados

Modelos transitivos o acotados
Modelos de variogramas Modelos no acotados

Variogramas anisotrépicos

Modelo Efecto Pepita (Nugget)

v(h) =S (1—d(h) (7)

S-meseta
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a0 T T T T T 1
000 025 050 075 1.00 125 150

Figura 12: Modelo Efecto Pepita (Nugget).
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Modelos vilidos o autorizados

Modelos transitivos o acotados
Modelos de variogramas Modelos no acotados

Variogramas anisotrdpicos

Influencia del Alcance

Dominio de 100x100 metros. Modelo de variograma con diferentes alcances
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Figura 13: Influencia del Alcance.
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Modelos vilidos o autorizados

Modelos transitivos o acotados
Modelos de variogramas Mo s no acotados

Variogramas anisotrdpicos

Influencia del Efecto Pepita
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Figura 14: Influencia del Efecto Pepita.
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Modelos vilidos o autorizados
Modelos transitivos o acotados
Modelos de variogramas N no acotados
amas anisotrépicos

Influencia del Efecto Pepita

66% i

Nugget Ly ; 0.7 -/ :9 .

L 050 Jo.s0
025 Jo.zs
i 5 0.00 Lt lg g

PR
0. 10, 20, 30. 40, 50

10, 20, 30, 40, 50,
LI —

100% B h e e sl T T]a2s
A s B e A 1.00 f———————— J1.00

Nugget | fos
_ osof u.50

! o.25f Ho.zs

0,00 Ly np

s - % 0. 100 20. 30, 40. 50

Figura 15: Influencia del Efecto Pepita.
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Modelos no acotados

Existen casos en que la varianza aparenta incrementarse indefinidamente.

(]

Si se toma cada vez un menor intervalo de muestreo, siempre existe alguna
variacién que queda sin resolver.

[Mandelbrot et al., 1983] llamé al resultado de tales procesos fractales.

Ejemplos: El ruido Gaussiano fraccional (fGn) y el movimiento Browniano
fraccional (fBm).

Para conocer mds detalles ver la presentaciéon CG8a sobre Geoestadistica Fractal.
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Modelos no acotados

@ Modelo Potencia

1
y(h) = Ehepara 0<h<?2 (8)

@ Relacién entre la dimensién fractal D (Hausdorff-Besicovitch) y el pardmetro 6

D:2—<g) ()

Q@ 0 =2y D=1, es una pardbola, no representa un proceso aleatorio.

Casos Extremos:

@ 6 =0y D=2, ruido puro (efecto nugget).
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Combinacién de Modelos

@ Una combinacién lineal de modelos de variogramas autorizados con coeficientes
positivos representa un modelo de variograma vdlido.

@ Usualmente los modelos anteriores los encontramos como combinaciones del tipo:

v(h) =v0(h) +1(h) (10)

Donde «o(h) es el efecto nugget y 1(h) es otro modelo.

Dr. Martin A. Diaz Viera, Dr. Ricardo Casar Gonzdlez GEOESTADISTICA APLICADA: Anilisis Variografico
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Combinacién de Modelos

@ La combinacién formada por variogramas con diferentes alcances se conoce como
estructura anidada.

@ Describen variaciones espaciales a diferentes escalas y que se deben por lo tanto, a
factores de naturaleza diferente.

@ Por ejemplo:

v(h) = ~0(h) +y1(h) +72(h) (11)

Donde 7o(h) es el efecto nugget, v1(h) es el modelo esférico 1 y ~2(h) es el modelo
esférico 2.
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Combinacién de Modelos

Meseta
del
Modelo
Esférico 2

Meseta
del
Modelo
Esférico 1

Meseta
del Efecto
Pepita

M 2
0 25000 sooee, 5000 100000

Figura 16: Combinacién de Modelos.
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Variogramas anisotrépicos

Anisotropia Geométrica

@ Existen numerosas situaciones en que la variacién es anisotrépica, es decir
depende de la direccidn.

@ Cuando la anisotropia se puede tener en cuenta mediante una transformacién
lineal simple de las coordenadas, entonces se dice que la anisotropia es
geométrica o afin.

@ La anisotropia se refleja en diferentes alcances segtin la direccién. El grafico
direccional de los alcances forma una elipse.
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Variogramas Anisotrépicos

@ Férmula de la transformacion:

N

Q(0) = (A%cos*(0 — ¢) + B?sen*(0 — ¢)) (12)

A es el eje mayor (variabilidad es mas lenta).
B es el eje menor (variabilidad es mds rapida)
¢ es la direccién (dngulo) del eje mayor.
@ Se aplica como un factor al argumento h del variograma en los modelos acotados
o al gradiente en los modelos no acotados.

@ A = A/B es una medida de la anisotropia.
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Anisotropia Geométrica
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Figura 17: Anisotropia Geométrica.
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Anisotropia Geométrica

e En la préctica se estiman los variogramas en 4 direcciones principales (0, 45, 90 y
135 grados).

Se determinan los alcances para cada direccién.

Luego se construye el grifico direccional de los alcances para decidir si hay
anisotropia geométrica presente o no.

Finalmente, se determinan A, B y la direccién (dngulo) de mayor alcance.
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Modelos de variogramas

Anisotropia Geométrica
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Figura 18: Direccién de 0 grados.
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Modelos vélidos o autorizados
Modelos transitivos o acotados

Modelos no acotados
Variogramas anisotrépicos

2100

Figura 19: Direccién de 45 grados.
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Anisotropia Geométrica
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Figura 20: Direccion de 90 grados. Figura 21: Direccién de 135 grados.
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Anisotropia Geométrica

Variogramas Direccionales de perm_mbD
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Figura 22: Variogramas direccionales en cuatro direcciones: 0, 45, 90 y 135 grados.
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Anisotropia Geométrica

Variograma de perm_mbD en la direccion de 0°

8 [ Intervalo Pares Lags Semivarianzas
? 1 2 41437 64750363.71
e . 2 11 1243.12  28755244.6
N &1 D 3 7 2071.88 5724445.13
2 " 5 4 14 2000.63 45843992.7
- ‘ 5 24 3729.38 72759015.99
S u 6 26 4558.13  126347699.3
3 ., " 7 34 5386.88 97059733.6
: 8 14 6215.64 34739560.48
g 7 9 23 7044.39  80081235.43
3 ‘ ‘ ‘ ‘ 10 22 7873.14 9397970.11
° 0‘ 2000 4000 6000 8000

Distancia Tabla 3: Variograma direccional 0 grados

Figura 23: Variograma direccional 0 grados.
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Anisotropia Geométrica

Variograma de perm_mbD en la direccion de 45°

[ Intervalo Pares Lags Semivarianzas
g : 1 1 41437  572878.08
o 2 4 124312 2320975.358
8 » 3 17 2071.88 102360387.4
£ 5 H P 4 27 2900.63 6913452537
z o 5 11 372038 42216734.23
S . : 6 25 455813 86186198.57
31 I 7 18 5386.88 1016364507
° 8 30 6215.64 115825532.8
gl . . 9 15 70443  97763871.59
PR ! ‘ : 10 25 787314 154618969.6
° 0‘ 2000 4000 6000 8000
Distancia Tabla 4: Variograma direccional 45 grados

Figura 24: Variograma direccional 45 grados.
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Modelos de variogramas
Variogramas anisotrépicos

Anisotropia Geométrica

Variograma de perm_mbD en la direccion de 90°

%’ i Intervalo Pares Lags Semivarianzas
? 1 6 1243.12  56004073.24
o 8 2 13 2071.88 6430924.343
N & 3 29 2900.63 27468937.94
2 4 16 3729.38 53356753.33
2z \ N O 5 23 4558.13  56949656.45
g5 ¢ L 6 45  5386.88 36504982.62
g . 5 s 7 15 6215.64 42374284.98
. 8 39 7044.39 127421339.8
s 13 9 38 7873.14 68497416.97

3 ‘ ‘ ‘ : 10

° 0‘ 2000 4000 6000 8000
Distancia Tabla 5: Variograma direccional 90 grados

Figura 25: Variograma direccional 90 grados.
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Modelos de variogramas

elos validos o autoriza

odelos trz
Modelos no acotados

Variogramas anisotrépicos

sitivos o acota

Anisotropia Geométrica

Semivarianza
1.0e+08 1.5e+08

5.0e+07

0.0e+00

Figura 26

Variograma de perm_mbD en la direccion de 135°

—= Varianza
18
24 °
o
) 28
15 19 _°
° ° 19
27
.
12
"
:
T T T T T
0 2000 4000 6000 8000
Distancia

: Variograma direccional 135 grados.

Dr. Martin A. Diaz Viera,

Dr.

Ricardo Casar Gonzélez

Intervalo Pares Lags Semivarianzas
1 5 1243.128337 1743103.834
2 15 2071.88 79321110.63
3 27 2900.63 58488612.68
4 12 3729.38 24627239.99
5 24 4558.13 110669453.9
6 19 5386.88 81342908.24
7 28 6215.64 88835739.01
8 19 7044.39 75397314.35
9 18 7873.14 120586555.3
10

Tabla 6: Variograma direccional 135 grados
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Modelos vélidos o autorizados

Modelos transitivos o acotados
Modelos de variogramas Modelos no acotados

Variogramas anisotrépicos

Anisotropia Zonal

@ Cuando la anisotropia se refleja en la meseta, es decir, en dependencia de la
direccién el variograma presenta diferentes mesetas.

@ Un ejemplo tipico es la situacién cuando tenemos medida cierta propiedad en
diferentes pozos.

@ Por lo general el variograma en la vertical (en profundidad) presenta una mayor
variabilidad (meseta) que en la direccién horizontal.
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elos validos o autorizados
os o acotados
Modelos de variogramas Modelos no acotadc
Variogramas anisotrépicos

Anisotropia Zonal

S1-Vertical

08— — — — — — — .

06
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02
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Figura 27: Anisotropia Zonal.

Dr. Martin A. Diaz Viera, Dr. Ricardo Casar Gonzdlez GEOESTADISTICA APLICADA: Anilisis Variografico



Modelacién del variograma
Ajuste con minimos cuadrados
Ajuste con visual

Modelacién del variograma Validacién del modelo

Modelacion del variograma

Algunos geoestadisticos ajustan los modelos de forma visual.
Es recomendable auxiliarse con algtin procedimiento estadistico.
Por ejemplo, un ajuste con un Método de Minimos Cuadrados.

Se requiere de un criterio que considere la bondad del ajuste y la complejidad del
modelo.

El criterio de informacién de Akaike (AIC), que se define como

AIC = —2 In(méxima verosimilitud) + 2 (nimero de parametros) (13)
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Modelacién del variograma

Modelacién del variograma

Ajuste con minimos cuadrados

Ajustes del Variograma Adireccional de perm_mD

2 —— Exponential Modelo Nugget Meseta+Nugget Alcance SCE

g‘\j i Spherical

- T Gaussian . Exponential  814,495.7 87,992,879 2,5633.95 2.79 e+15
Spherical 9,113,830.9 85,317,292 6,882.69 2.56 e+15

5 Gaussian 8,103,578.2 84,238,551 2,952.40 3.26 e+15

Tabla 7: Ajuste con minimos cuadrados.

Semivariance

4.0e+07

0.0e+00

T T T T
o 2000 4000 6000 8000 10000

Distance

Figura 28: Ajuste con minimos cuadrados.
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Vlodelacién del variograma
Ajuste con minimos cuadrados
Ajuste con visual

Modelacién del variograma Valid n del modelo

Mejor ajuste con minimos cuadrados

Mejor Ajuste del Variograma Adireccional de perm_mD

= —— spherical

© — — Variance

™ -—-  Sill+Nugget

Range .

~

S

2

]

S

=]

Semivariance

4.0e+07

0.0e+00

T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

Distance

Figura 29: Mejor ajuste con minimos cuadrados.

Martin A. Diaz Viera, Dr. Ricardo Casar Gonzilez i Anilisis Variografico



Vlodelacién del variograma
on minimos cuadrados
Ajuste con visual
Modelacién del variograma Validacién del modelo

Ajuste con visual

Ajuste Manual del Variograma Adireccional de perm_mbD

o
f | — sph
& — = variance :
- -—-  Sill+Nugget -
i Range
g 5 .
e g I} —_—
& o &
5 =
= —
=
@ E *
[ S .
S
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=
5
=
&
g T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000
Distance
Wode! Nugget Sill+Nugget Range MSE
sph 24000000.0000 ‘840000000000 7000.00BE7 267700227 4

Figura 30: Mejor ajuste visual.
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Modelacién del variograma
Ajuste con minimos cuadrados
Ajuste con visual

Modelacién del variograma Validacién del modelo

Validacion cruzada del modelo

@ Un método sencillo y eficiente es el método de validaciéon cruzada conocido
como leave one out.

@ Consiste en sacar un punto de la muestra y estimar con Kriging el valor en ese
punto usando el modelo de variograma obtenido.

@ De forma andloga se acttia para el resto de los elementos de la muestra.

@ Como resultado se obtiene un mapa y la estadistica de las diferencias
(Z(x;) — Z*(x;)) entre el valor observado Z(x;) y el valor estimado Z*(x;) para
cada ubicacién x;.
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Modelacién del variograma
Ajuste con minimos cuadrados
Ajuste con visual

Modelacién del variograma Validacién del modelo

Validacion cruzada del modelo

@ Si el modelo del variograma refleja adecuadamente la estructura espacial del
conjunto de datos, entonces los valores estimados Z*(x;) deben ser cercanos a los
valores observados Z(x;).

o Esta cercania puede ser caracterizada seglin los siguientes criterios:

IS 2060) - Z°())  cercanoa 0 (14)
i=1
% Z {Z(x;) — Z*(K;)}2 pequeno (15)
i=1

o El histograma de las diferencias Z(x;) — Z*(x;) permite identificar valores
atipicos espaciales, datos sospechosos o anomalias de otra naturaleza.
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elacion del variograma
Ajuste con minimos cuadrados

Ajuste con visual
Modelacién del variograma Validacién del modelo

Validacion cruzada del modelo

perm_mD - perm_mD*

N Mo Min Bar Max
117350211 @ 1358212
= 2 3321 913406
= L] ® | % -aise0m 7599
=] & asma 317928
- 5 3792 @ 40M014
° .- . ° . 6 400143 8438214
1 ° 7 a1 12905285
& 1206255 @ 1733
=2 % 173143% @ 2724
-2 . L]
£3
- (] L] ]
4 . R 2 .
g . 5
2 2 e
o o
[ I ] 5 oa
g 2
° 3
g °
3 o
= i
B T T T ° T
: 5000 10000 15000 -10000 10000
X (ﬁ} perm_mO-perm_mD* (mD

Figura 31: Mapa de la validacién cruzada del modelo.
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Vlodelacién del variograma
on minimos cuadrados
Ajuste con visual
Modelacién del variograma Validacién del modelo

Validacion cruzada del modelo

]
]
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elacién del variograma
con minimos cuadrados
Ajuste con visual

Modelacién del variograma Validacién del modelo

Validacion cruzada del modelo

Figura 33: Histograma de las diferencias.

Dr. Martin A. Diaz Viera,

Dr. Ricardo Casar Gonzdlez

Estadigrafo Valor
el cT Muestras 48
— eda Minimo -17753.81
8 » o 12 cuartil 2101.11
g 18 Mediana -799.22
% o Media -279.68
32 cuartil 985.77
g ® Maximo 21526.03
Rango 39279.84
7 s, s ) Rango intercuartil 3086.88
) o olEE Varianza 43409713.43
. . oz Desviacién estandar  6588.60
perm mD-perm mD* (nD) Simetria 1.13
Curtosis 7.07

Tabla 8: Estadistica de las diferencias.
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Ajuste con visual
Modelacién del variograma Validacién del modelo
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Ajuste con visual
Modelacién del variograma Validacién del modelo
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elacién del variograma
Ajuste con minimos cuadrados

Ajuste con visual
Modelacién del variograma Validacién del modelo

Siguiente tema: Estimacion Univariada
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